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1 .  I n t r o d u c t i o n  a n d  B r i e f  H i s t o r y  
T h i s  i s  a  s u r v e y  o f  t h e  p r o g r e s s  t h a t  h a s  b e e n  m a d e  i n  
t h e  s o l v i n g  o f  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m s  w h e n  v a r i a b l e s  
m u s t  t a k e  o n  i n t e g e r  v a l u e s .  T h e  f i e l d  i s  d i v i d e d  i n t o  p u r e  
i n t e g e r  p r o g r a m m i n g ,  w h e n  a l l  t h e  v a r i a b l e s  m u s t  b e  i n t e g e r s ,  
a n d  m i x e d  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g ,  w h e n  o n l y  s p e c i f i e d  v a r i a b l e s  
m u s t  b e  i n t e g e r s .  T h e  s u b j e c t  i s  a l s o  k n o w n  a s  d i s c r e t e  
p r o g r a m m i n g  o r  i n t e g e r  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  a b b r e v i a t e d  t o  
i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  w h i c h  a p p e a r s  t o  b e  t h e  p r e f e r r e d  t e r m .  
T h e  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m  i s  t o  
(  1 )  
n  
M a x i m i z e  I  
j = l  
S u b j e c t  t o  
n  
c . x .  
J  J  
a  . .  x .  
. I  
J = l  
~J J  
= b .  
~ 
( i = l ,  . . .  , m )  
x .  >  0  a n d  i n t e g e r  ( j = l ,  . . .  , n ) ,  
J  -
w h e r e  f o r  s i m p l i c i t y  a n d  w i t h o u t  l o s s  i n  g e n e r a l i t y  w e  a s -
s u m e  a l l  a  . .  ,  c . ,  b .  a r e  i n t e g e r  v a l u e d  c o n s t a n t s .  
~J J  ~ 
T h e r e  a r e  f i v e  a p p r o a c h e s  c a p a b l e  o f  s o l v i n g  p r o b l e m s  
o f  t h i s  t y p e :  
c u t t i n g
1  
p l a n e  m e t h o d s ,  p r i m a l  m e t h o d s ,  b r a n c h  
a n d  b o u n d  m e t h o d s ,  p a r t i a l  e n u m e r a t i o n  m e t h o d s ,  a n d  d y n a m i c  
p r o g r a m m i n g  p r o c e d u r e s .  T h e s e  v a r i o u s  m e t h o d s  w i l l  b e  d i s -
c u s s e d  i n  t h e  s u c c e e d i n g  s e c t i o n s .  
A l t h o u g h  a n  a t t e m p t  i s  m a d e  i n  t h i s  t h e s i s  t o  d e l i n e a t e  
t h e  v a r i o u s  m e t h o d s  o f  s o l v i n g  i n t e g e r  l i n e a r  p r o g r a m s ,  t h e r e  
a r e  n o  c l e a r  c u t  d i v i s i o n s .  M a n y  a u t h o r s  h a v e  g r o u p e d  b r a n c h  
a n d  b o u n d ,  b r a n c h · a n d  e x c l u d e ,  a n d  d y n a m i c  p r o g r a m m i n g  t e c h -
n i q u e s  i n t o  a  b r o a d  c a t e g o r y  o f  p a r t i a l  e n u m e r a t i o n  m e t h o d s .  
5  
I f  a  s o l u t i o n  o f  ( 1 )  a s  a  l i n e a r  p r o g r a m  d o e s  n o t  h a v e  
· t h e  r e q u i r e d  i n t e g e r  p r o p e r t i e s  t h e n  m e t h o d s  f o r  a c h i e v i n g  
i t  m u s t  b e  i n v o k e d .  A  b a s i c  a p p r o a c h  c o m m o n  t o  m o s t  m e t h o d s  
i s  t o  s u c c e s s i v e l y  d e d u c e  s u p p l e m e n t a r y  l i n e a r  c o n s t r a i n t s  
f r o m  t h e  l i n e a r  c o n s t r a i n t s  o f  ( 1 )  a n d  t h e  i n t e g e r  r e q u i r e -
m e n t s  u n t i l  a  n e w  l i n e a r  p r o g r a m  i s  o b t a i n e d  w h o s e  s o l u t i o n  
s a t i s f i e s  t h e  i n t e g e r  r e q u i r e m e n t s .  
T h e  i d e a  o f  n e w  c o n s t r a i n t  g e n e r a t i o n  a p p e a r s  t o  h a v e  
b e e n  f i r s t  a d v a n c e d  b y  D a n t z i g ,  F u l k e r s o n ,  a n d  J o h n s o n  [ 7 ]  
i n  1 9 5 4  i n  t h e i r  w o r k  o n  t h e  t r a v e l i n g  s a l e s m a n  p r o b l e m .  
I n  1 9 5 8  G o m o r y  [ 1 1 ]  d e v e l o p e d  a  s y s t e m a t i c  m e t h o d  f o r  n e w  
c o n s t r a i n t  g e n e r a t i o n  i n  h i s  " M e t h o d  o f  I n t e g e r  F o r m s "  f o r  
s o l v i n g  p u r e  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m s  i n  w h i c h  a l l  v a r -
i a b l e s  a r e  r e q u i r e d  t o  b e  i n t e g e r  v a l u e d .  T h i s  m e t h o d  g u a r -
a n t e e s  t h a t  a n  i n t e g e r  s o l u t i o n  i s  f o u n d  ( i f  a n y  e x i s t )  i n  
a  f i n i t e  n u m b e r  o f  s t e p s .  I n  1 9 6 0  G o m o r y  d e v i s e d  a n o t h e r  
m e t h o d ,  t h e  " A l l  I n t e g e r  M e t h o d " ,  w h i c h  r e q u i r e s  o n l y  a d d i -
t i o n  a n d  s u b t r a c t i o n  i n  c o m p u t a t i o n  p r o v i d e d  t h e  a  . .  a n d  c .  
1 ]  J  
i n  ( 1 )  a r e  i n t e g e r  v a l u e d .  T h e  a b o v e  a l g o r i t h m s  a r e  ' ' d u a l  
m e t h o d s "  a n d  a s  s u c h ,  n o  f e a s i b l e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  
o f  i n t e r e s t  i s  o b t a i n e d  u n t i l  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  i s  f o u n d .  
T h e r e  i s ,  h o w e v e r ,  a  m e t h o d  w h i c h  p r o v i d e s  p r i m a l  i n t e g e r  
s o l u t i o n s .  T h i s  m e t h o d  i s  a t t r i b u t e d  t o  G o m o r y  b u t  l i t e r -
a t u r e  o n  t h i s  i s  s c a r c e .  Y o u n g  [ 2 1 ]  h a s  a l s o  p r e s e n t e d  a  
s i m i l a r  a l g o r i t h m  f o r  p r i m a l  i n t e g e r  s o l u t i o n s .  
T h e  f i e l d  o f  m i x e d  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  i s  l e s s  f a r  a d -
v a n c e d .  G o m o r y  [ 1 2 ]  h a s  e x t e n d e d  h i s  m e t h o d  o f  i n t e g e r  
6  
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f o r m s  t o  d e a l  w i t h  c o n t i n u o u s  a s  w e l l  a s  i n t e g e r  v a r i a b l e s .  
A  d u a l  d e c o m p o s i t i o n  a p p r o a c h  d u e  t o  B e n d e r s  [ 4 ]  h a s  b e e n  
u s e d  t o  r e m e d y  t h e  s i t u a t i o n  o f  a  m i x e d  p r o g r a m .  I n  t h i s  
a p p r o a c h  t h e  p r o b l e m  i s  p a r t i t i o n e d  a n d  e v e r y  s t a g e  o f  t h e  
c o m p u t a t i o n  i n v o l v e s  t h e  s o l u t i o n  o f  t w o  s u b p r o b l e m s ,  a  p u r e  
i n t e g e r  p r o b l e m  a n ¢  a  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m .  
O t h e r  a p p r o a c h e s  t o  s o l v i n g  p u r e  a n d  m i x e d  p r o b l e m s  
h a v e  b e e n - p r o p o s e d .  I n  1 9 6 0  L a n d  a n d  D o i g  [ 2 0 ]  d e v e l o p e d  
a  b r a n c h  a n d  b o u n d  t e c h n i q u e .  I n  1 9 6 8  G r e e n b e r g  a n d  
H e g e r i c h  [ 1 9 ]  d e v e l o p e d  a  b r a n c h  a n d  e x c l u d e  a l g o r i t h m  f o r  
t h e  s p e c i a l  ' ' k n a p s a c k  p r o b l e m "  w h i c h  w a s  e x t e n d e d  b y  
G r e e n b e r g  [ 1 5 ]  t o  t h e  m o r e  g e n e r a l  p r o b l e m .  
P a r t i a l  e n u m e r a t i o n  t e c h n i q u e s  h a v e  a l s o  b e e n  d e v i s e d  
b y  B a l a s  [ 1 ]  a n d  [ 2 ]  i n  h i s  " A d d i t i v e  A l g o r i t h m "  a n d  " D i s -
c r e t e  P r o g r a m m i n g  b y  F i l t e r  M e t h o d " ,  G o e f f r i o n  [ 8 ]  i n  h i s  
" R e f o r m u l a t i o n  o f  B a l a s '  A l g o r i t h m  f o r  I n t e g e r  P r o g r a m m i n g " ,  
a n d  b y  G l o v e r  [ 1 0 ]  i n  " A  M u l t i p h a s e  D u a l  A l g o r i t h m  f o r  t h e  
Z e r o - O n e  I n t e g e r  P r o g r a m m i n g  P r o b l e m " .  A n  e n u m e r a t i v e  
s c h e m e  f o r  c o m p u t a t i o n  o f  k n a p s a c k  f u n c t i o n s  b y  G r e e n b e r g  
[ 1 8 ]  i s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  p a p e r .  
D y n a m i c  p r o g r a m m i n g  p r o c e d u r e s  h a v e  a l s o  b e e n  d e v i s e d  
t o  s o l v e  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m s .  T w o  m e t h o d s  b y  
G r e e n b e r g  [ 1 6 ]  a n d  [ 1 7 ]  a r e  p r e s e n t e d ;  o n e  f o r  t h e  k n a p s a c k  
p r o b l e m  a n d  t h e  s e c o n d  a  m o r e  g e n e r a l i z e d  p r o b l e m  o f  i n t e g e r  
p r o g r a m m i n g .  
7  
2 .  C u t t i n g  P l a n e  M e t h o d s  
B e f o r e  d i s c u s s i n g  t h e  p a r t i c u l a r  a l g o r i t h m s  o f  G o m o r y  
i t  i s  a p p r o p r i a t e  t o  d e f i n e  s o m e  t e r m s  w h i c h  w i l l  b e  u s e d  
\t h r o u g h o u t  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m s .  A  " f e a s i b l e  
s o l u t i o n "  i s  a  s o l u t i o n  w h e r e  a l l  v a r i a b l e s  t h a t  a r e  r e q u i r e d  
t o  b e  i n t e g e r  a r e  i n t e g e r  a n d  a l l  v a r i a b l e s  t h a t  h a v e  t o  b e  
n o n - n e g a t i v e  a r e  n o n - n e g a t i v e .  S i n c e  G o m o r y ' s  m e t h o d s  a r e  
e x p r e s s e d  m o r e  n e a t l y  i n  t e r m s  o f  a n  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  t o  
b e  m a x i m i z e d  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  w i l l  b e  
(  2 )  
n  
M a x i m i z e  x
0  
=  L  
j = l  
c  . x .  
J  J  
A n  " o p t i m a l  f e a s i b l e  s o l u t i o n "  i s  a  f e a s i b l e  s o l u t i o n  
w h i c h  y i e l d s  t h e  l a r g e s t  v a l u e  o f  x
0
.  '  
I n  t h e  o r i g i n a l  m e t h o d  f o r  p u r e  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g ,  
t h e  " M e t h o d  o f  I n t e g e r  F o r m s " ,  o n e  s t a r t s  b y  s o l v i n g  t h e  
p r o b l e m  b y  i g n o r i n g  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  v a r i a b l e s  m u s t  
b e  i n t e g e r .  
I f  t h i s  p r o d u c e s  a  s o l u t i o n  i n  i n t e g e r s ,  t h e n  
t h e  p r o b l e m  i s  s o l v e d .  O t h e r w i s e  o n e  c o n s i d e r s  t h e  e x p r e s -
s i o n  f o r  s o m e  b a s i c  f r a c t i o n a l  v a r i a b l e  i n  t e r m s  o f  t h e  




- I  
=  a s O  j = l  
a  . t .  
S J  J  
w h e r e  t .  d e n o t e s  t h e  j t h  n o n - b a s i c  v a r i a b l e .  
J  
N o w  w r i t e  t h e  c o e f f i c i e n t s  a  .  i n  t h e  f o r m  
S J  
a  .  =  n  .  +  f  .  
S J  S J  S J  
w h e r e  t h e  n  .  a r e  a l l  i n t e g e r s  ( p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e )  a n d  
S J  
t h e  f  .  a r e  f r a c t i o n s  s u c h  t h a t :  0  <  f  .  <  1  .  
S J  - S J  
8  
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N e x t  c o n s i d e r  t h e  e x p r e s s i o n :  
s  =  - f  +  
s O  
n  
. I  
J = l  
f  . t .  
S J  J  
T h i s  e x p r e s s i o n  m u s t  b e  a n  i n t e g e r  s i n c e  i t  d i f f e r s  
f r o m  - x  b y  a n  i n t e g e r .  A l s o ,  i t  c a n n o t  b e  l e s s  t h a n  - f  
0  
s  s  
n  
s i n c e  t h e  e x p r e s s i o n  L  
j = l  
f  . t .  i s  n o n - n e g a t i v e .  
S J  J  
S o  s  
i s  a  
n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r  a n d  c a n  b e  i n t r o d u c e d  a s  a  n e w  v a r i a b l e  
o f  o u r  p r o b l e m .  I t s  v a l u e  a t  t h e  c u r r e n t  t r i a l  s o l u t i o n  i s  
- f s o ·  
S o  t h e  c o n s t r a i n t  t h a t  s  >  0  " c u t s  o f f "  t h i s  s o l u t i o n  
a n d  e n a b l e s  u s  t o  c o n t i n u e  o p t i m i z i n g  u s i n g  t h e  d u a l  s i m p l e x  
m e t h o d .  
~omory•s s e c o n d  m e t h o d  f o r  p u r e  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g ,  
t h e  " A l l  I n t e g e r  M e t h o d " ,  p r o c e e d s  d i f f e r e n t l y .  O n e  d o e s  
n o t  s t a r t  b y  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  i n  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  
s i n c e  t h i s  m e t h o d  i n v o l v e s  k e e p i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  i n t e g r a l .  
O n e  s t a r t s  b y  m a k i n g  t h e  p r o b l e m  d u a l  f e a s i b l e ,  p e r h a p s  b y  
a d d i n g  a n  a r t i f i c i a l  c o n s t r a i n t  t h a t  t h e  s u m  o f  t h e  n o n - b a s i c  
v a r i a b l e s  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  s o m e  a r b i t r a r i l y  l a r g e  
n u m b e r .  A f t e r  t h i s  e v e r y  p i v o t a l  r o w  i s  a  n e w  c u t  g e n e r a t e d  
i n  s u c h  a  w a y  a s  t o  m a k e  t h e  p i v o t  e q u a l  t o  - 1 .  
T h i s  e n -
s u r e s  t h a t  t h e  i n t e g r a l  t a b l e a u  r e m a i n s  i n t e g r a l .  
T h e  p r o c e -
d u r e  f o r  g e n e r a t i n g  p i v o t a l  r o w s  i s  a s  f o l l o w s :  
S u p p o s e  x s  
i s  s o m e  v a r i a b l e  t h a t  i s  n e g a t i v e  i n  t h e  c u r r e n t  t r i a l  s o l u -
t i o n ,  t h e n  e x p r e s s  x  i n  t e r m s  o f  t h e  n o n - b a s i c  v a r i a b l e s  a s  
s  
n  
. I  
J = l  
a  . t .  
S J  J  
x  =  a  -
s  s O  
w h e r e  a s O  i s  n e g a t i v e .  
9  
L e t  A  b e  a n y  p o s i t i v e  q u a n t i t y  a n d  w r i t e  
a  .  =  An  .  +  f  .  
S J  S J  S J  
w h e r e  n  .  i s  a n  i n t e g e r  a n d  
S J  
0  <  f  .  <  A  
S J  
C o n s i d e r  t h e  e x p r e s s i o n :  
n  
s  =  n s O  -
. I  
n  . t .  
J = l  
S J  J  
T h i s  e x p r e s s i o n  m u s t  b e  i n t e g r a l  a n d  p o s i t i v e  s i n c e  
f s O  -
n  
I  f  . t .  <  f  0  <  A  
j = l  S J  J  - S  
F o r  a n y  v a l u e  o f  A  ,  n  
0  
<  - 1  i f  a  
0  
<  0 .  
s  - s  
S o  t h e  n e w  c o n -
s t r a i n t  t h a t  s  >  0  " c u t s  o f f ' '  t h e  c u r r e n t  t r i a l  s o l u t i o n .  
T h e  p i v o t  c a n  b e  m a d e  e q u a l  t o  - 1  b y  t a k i n g  A  l a r g e  e n o u g h  
s i n c e  f o r  a r b i t r a r i l y  l a r g e  A  a l l  n  .  w i l l  b e  0  o r  - 1  d e p e n d -
S ]  
i n g  o n  w h e t h e r  a  .  i s  n o n - n e g a t i v e  o r  n o t .  
S J  
J u s t  a s  c o n s t r a i n t s  f o r  t h e  M e t h o d  o f  I n t e g e r  F o r m s  c a n  
b e  g e n e r a t e d  f r o m  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  r o w s  p r o v i d e d  i t  i s  
i n t e g r a l ,  c o n s t r a i n t s  f o r  t h e  A l l - I n t e g e r  M e t h o d  c a n  b e  g e n -
e r a t e d  f r o m  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  r o w s  p r o v i d e d  i t  i s  n o n -
n e g a t i v e .  
T h e  t h i r d  a n d  f i n a l  c u t t i n g  p l a n e  m e t h o d  w h i c h  w e  w i l l  
c o n s i d e r  i s  G o m o r y ' s  m e t h o d  f o r  t h e  m i x e d  i n t e g e r  p r o b l e m .  
T h i s  m e t h o d  i s  s i m i l a r  i n  p a r t  t o  t h e  m e t h o d  o f  I n t e g e r  
F o r m s  i n  t h a t  o n e  f i r s t  s o l v e s  t h e  p r o b l e m  i g n o r i n g  t h e  r e -
q u i r e m e n t  t h a t  a n y  v a r i a b l e s  m u s t  b e  i n t e g r a l .  
I f  s o m e  v a r -
i a b l e  t h a t  m u s t  b e  i n t e g e r ,  s a y  x  ,  e q u a l s  n  
0  
+  f  
0
,  w h e r e  
s  s  s  
n  
0  
i s  a  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r  a n d  0  <  f  
0  
<  1 ,  t h e n  x  c a n  
s  - s  s  
b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  c u r r e n t  n o n - b a s i c  v a r i a b l e s  a s  
1 0  
• ,  
X  
s  
=  n  
0  
+  f  
0  
+  I a  . t .  +  \ b  . t .  
S  S  +  S J  J  ~ S J  J  
w h e r e  t h e  n o n - b a s i c  v a r i a b l e s  t .  a r e  d i v i d e d  i n t o  t w o  c l a s -
J  
s e s  s u c h  t h a t  a l l  a  ~ >  0  a n d  a l l  b  .  >  0 .  
S J  - S J  -
C o n s i d e r  t h e  e x p r e s s i o n :  
s  =  - f  
0  
+  I a  . t .  +  
S  +  S J  J  
f s o  
1 - f s o  
L b s j t j  .  
T h i s  e x p r e s s i o n  i s  n e g a t i v e  a t  t h e  c u r r e n t  t r i a l  s o l u t i o n  
b u t  i s  m u s t  b e  n o n - n e g a t i v e  f o r  a n y  i n t e g r a l  v a l u e  o f  
X  •  
s  
T h i s  i s  b e c a u s e  i f  x  - n  
0  
<  0 ,  t h e n  
s  s  -
s  >  - f  
0  
+  I a  . t .  - I b  . t .  =  - ( x  - n  
0
)  >  0  
S  +  S J  J  _  S J  J  S  S  
a n d  i f  x  - n  
0  
>  1 ,  t h e n  
s  s  
1 - f  
~ s  >  - ( 1 - f  
0
)  - I a  . t .  +  I b  . t .  =  x  - n  
0  
>  0  
s O  - S  +  S J  J  _  S J  J  s  s  -
S o  s  >  0  a n d  t h i s  i s  a  v a l i d  c u t .  I f  a n y  o f  t h e  n o n - b a s i c  
v a r i a b l e s  m u s t  b e  i n t e g r a l  t h e n  a n  e x p r e s s i o n  f o r  x  p l u s  a n  
s  
i n t e g e r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  n o n - b a s i c  i n t e g e r  v a l u e d  v a r -
i a b l e s ,  s u c h  t h a t  a  .  <  f  
0  
o r b  .  <  ( 1 - f  
0
)  f o r  a l l  s u c h  
S J  - S  S J  - S  
v a r i a b l e s  c a n  b e  u s e d .  
1 1  
3 .  P r i m a l  M e t h o d s  
T h e  p r i m a l  a p p r o a c h  i n v o l v e s  p r o g r e s s i n g  f r o m  o n e  f e a -
s i b l e  s o l u t i o n  t o  a n o t h e r  w i t h  a  l a r g e r  v a l u e  o f  t h e  o b j e c -
t i v e  f u n c t i o n  o r  e l s e  p r o v i n g  t h a t  n o  b e t t e r  s o l u t i o n  c a n  
e x i s t .  A  m e t h o d ,  a t t r i b u t e d  t o  G o m o r y ,  a n d  c o n v e y e d  t o  t h e  
a u t h o r  i n  p r i v a t e  c o n v e r s a t i o n  w i t h  G r e e n b e r g  i s  a  m e t h o d  
o f  s o l u t i o n  t o  t h e  g e n e r a l  p r o b l e m  
( 3 )  
n  
M a x i m i z e  
. I  
c . x .  
J = l  
n  
S u b j e c t  t o  I  
j = ; l  
J  J  
a  . .  x .  
l J  J  
=  b .  
l  
( i = l ,  . . .  , m )  
x .  >  0  a n d  i n t e g e r .  
J  -
A l o n g  w i t h  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  w i l l  b e  a n  i l l u s -
t r a t i v e  e x a m p l e  w h i c h  i s  




S u b j e c t  t o  3  x
1  
+  2  x
2  





>  0  a n d  i n t e g e r .  
A d d i n g  a  s l a c k  v a r i a b l e ,  S ,  t o  o u r  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  a n d  
m a k i n g  a  s u b s t i t u t i o n  x l  =  x l  a n d  x 2  =  x 2 '  ( 4 )  m a y  b e  r e -
w r i t t e n  a s  




S u b j e c t  t o  3  x
1  
+  2  x
2  















~ 0  a n d  i n t e g e r .  
1 2  
~ 
S e t  u p  t h e  f i r s t  t a b l e a u  u s i n g  
(  5 )  •  
T h i s  i s  t h e  f o l l o w i n g  
x l  x 2  
s  
x l  x 2  
b  
3  2  1  
0  0  7  
- 1  
0  0  1  
0  0  
0  
- 1  
0  0  1  0  
1  1  
0  
0  
0  0  
w i t h  t h e  l a s t  r o w  o f  t h e  t a b l e a u ·  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  
o b j e c t i v e  f u n c t i o n .  
S i n c e  t h i s  i s  a  m a x i m i z e  p r o b l e m ,  
t h e  
p i v o t  c o l u m n  w i l l  b e  t h e  c o l u m n  · w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  
t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  t h e  g r e a t e s t .  I n  t h i s  c a s e  o u r  
p i v o t  c o l u m n  w i l l  b e  e i t h e r  x
1  
o r  x
2
•  A r b i t r a r i l y  s e l e c t  
t h e  x
1  
c o l u m n .  T h e  c r i t e r i a  u s e d  f o r  s e l e c t i o n  o f  t h e  p i v o t  
r o w  i s  
m i n  
a .  > 0  
1 0 '  
b .  
(~) w h e r e  a  i s  t h e  p i v o t  c o l u m n .  
a .  
l  
I n  o u r  p r o b l e m  t h e  p i v o t  e l e m e n t  i s  3 .  
W e  d i v i d e  t h e  p i v o t  r o w  b y  t h e  p i v o t  e l e m e n t  g i v i n g  
( 6 )  1  ~ !  0  0  2  
3  3  3  
R e w r i t i n g  
(  6 )  
g i v e s  u s  
- 2  1  7  
x l  +  3 x 2  +  3 S  =  3  
o r  
(  7 )  
2 - 1  1  
3 x 2  +  3 S  - 3  =  
2  
- x l  
.  
S i n c e  t h e  l e f t  s i d e  o f  ( 7 )  i s  >  0  t h e n  t h e  c u t  i s  
2 - 1  1  
3 x 2  +  3 S  _ . : :  3  ·  
1 3  
U s i n g  ( 6 ) ,  w e  t a k e  t h e  g r e a t e s t  i n t e g e r  <  t h e  e l e m e n t s  
o f  t h e  p i v o t  r o w  g i v i n g  u s  
1  0  
0  0  0  2  .  
W e  m u s t  a l w a y s  k e e p  t h e  s l a c k  v a r i a b l e ,  S  i n  o u r  c a s e ,  
a n d  t h e  o r i g i n a l  v a r i a b l e s ,  x
1  
a n d  x
2
,  i n  t h e  b a s i s .  
S i n c e  t h e  r i g h t  s i d e  o f  ( 7 )  i m p l i e s  x
1  
~ 2 ,  w e  m u s t  
a d d  a  s l a c k  v a r i a b l e ,  s a y  t
1
,  g i v i n g  u s  




=  2  .  
W e  n o w  e l i m i n a t e  o u r  p i v o t  v a r i a b l e  x
1  
f r o m  t h e  e q u a -
t i o n s  i n  o u r  t a b l e a u  b y  u s i n g  ( 8 ) .  
N e x t  w e  d e t e r m i n e  i f  t h i s  i s  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n .  I f  
n o t  w e  m u s t  r e p e a t  t h i s  p r o c e d u r e .  I f  o u r  p i v o t  e l e m e n t  i s  
1  a t  a n y  s t e p ,  w e  m u s t  m o d i f y  t h e  p r o c e d u r e  b y  s u b s t i t u t i n g  
d u m m y  v a r i a b l e s  f o r  t h e  v a r i a b l e  w e  w a n t  t o  k e e p  i n  t h e  
b a s i s .  
C o n t i n u i n - g  w i t h  o u r  e x a m p l e  a n d  u s i n g  ( 8 )  o u r  n e x t  
t a b l e a u  i s  
t l  
x 2  
s  
x l  
x 2  
b  
- 3  2  
1  0  
0  
1  
1  0  0  1  0  2  
0  
- 1  0  0  1  0  
- 1  1  0  0  
0  
2  
N o t e  t h a t  t h e  x
1  
c o l u m n  h a s  b e e n  e l i m i n a t e d .  
O u r  n e x t  i t e r a t i o n  a l l o w s  u s  t o  e l i m i n a t e  x
2  
f r o m  t h e  
b a s i s  b y  r e w r i t i n g  l i n e  o n e  o f  t h e  t a b l e a u  a s  
3  - 1  1  
o r  
- 2 t  +  X  =  0  
2 t 1  +  x 2  +  2
8  
=  2  
- 1 - 2  
1 4  
. ,  
S u b s t i t u t i n g  x
2  




i n  o u r  t a b l e a u  g i v e s  
t l  
t 2  
s  
x l  
x 2  
b  
1  







. .  
1  















U s i n g  t h e  c o l u m n  h e a d e d  b y  t
1  
a s  o u r  p i v o t  c o l u m n  n o w  
r e q u i r e s  t h e  u s e  o f  o u r  m o d i f i e d  p r o c e d u r e  s i n c e  o u r  p i v o t  
e l e m e n t  i s  1 .  
W r i t i n g  l i n e  o n e  o f  t h e  a b o v e  t a b l e a u ,  n o t  i n c l u d i n g  
s ,  g i v e s  
t l  - 2 t 2  ~ 1  
, .  
A d d i n g  a  s l a c k  v a r i a b l e  t
3  
g i v e s  
. .  
t l  - 2 t 2  +  t 3  =  1  
o r  t l  =  1  +  2 t 2  - t 3  
S u b s t i t u t i n g  t h i s  i n  o u r  p r e v i o u s  t a b l e a u  a n d  e l i m i n a -
t i n g  t h e  t
1  
c o l u m n  g i v e s  
t 3  
t 2  
s  
x l  
x 2  
b  






- 1  
















U s i n g  t h e  c o l u m n  h e a d e d  b y  t
2  
a s  o u r  p i v o t  c o l u m n  




1 5  
W r i t i n g  l i n e  t w o  o f  t h e  a b o v e  t a b l e a u  a f t e r  d i v i d i n g  
b y  t h e  p i v o t  e l e m e n t  g i v e s  
1  1  1  
- 2 t 3  +  t 2  +  2 x l  =  2  
a n d  u s i n g  o u r  p r o c e d u r e  g i v e s  
- t 3  +  t 2  . . :  0  
A d d i n g  a  s l a c k  v a r i a b l e ,  t
4  
t o  t h i s  e q u a t i o n  a l l o w s  u s  
t o  s u b s t i t u t e  
t 2  =  t 3  - t 4  
i n  o u r  t a b l e a u  g i v i n g  
t 3  
t 4  
s  
x l  
x 2  
b  
- 1  
0  1  0  0  0  
1  
- 2  0  
1  0  1  







- 1  0  0  0  
3  
w h i c h  i s  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  w i t h  x
1  
=  1 ,  x
2  
=  2 ,  s  =  O ,  
a n d  3  a s  t h e  v a l u e ·  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n .  
I n  t h i s  p r o b l e m  t h e r e  i s  a n  a l t e r n a t e  s o l u t i o n  i n d i c a -
t e d  b y  t h e  0  e l e m e n t  i n  t h e  l a s t  r o w , o f  t h e  t
3  
c o l u m n  i n  
t h e  p r e v i o u s  t a b l e a u .  
C o n t i n u i n g  w i t h  o u r  p r o c e d u r e  a n d  u s i n g  t h e  t
3  
c o l u m n  
a s  t h e  p i v o t  c o l u m n ,  w e  o b t a i n  a n  a l t e r n a t e  o p t i m a l  s o l u t i o n  
o f  x
1  
=  O ,  x
2  
=  3 ,  s  =  1 ,  a n d  3  a s  t h e  v a l u e  o f  t h e  o b j e c -
t i v e  f u n c t i o n .  
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. ,  







4 .  B r a n c h  a n d  B o u n d  M e t h o d s  
A  t h i r d  a p p r o a c h  t o  t h e  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m  i s  
t h e  b r a n c h  a n d  b o u n d  t e c h n i q u e .  T h i s  i n v o l v e s  s e t t i n g  u p  
a  t r e e  o f  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m s .  T h e  r o o t  o f  t h e  t r e e  
i s  t h e  p r o b l e m  i n  w h i c h  a l l  i n t e g r a l i t y  c o n s t r a i n t s  a r e  
i g n o r e d .  I f  t h e  s o l u t i o n  s a t i s f i e s  t h e  i n t e g e r  r e q u i r e m e n t s  
t h e n  t h e  p r o b l e m  i s  s o l v e d .  ·  O t h e r w i s e  a  b r a n c h i n g  p r o c e d u r e  
i s  e m p l o y e d  t o  o b t a i n  a n  i n t e g e r  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m .  
T h r e e  m e t h o d s  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  t h i s  s e c t i o n .  T h e  
f i r s t  i s  t h e  L a n d  a n d  D o i g  p r o c e d u r e  [ 2 0 ]  w h i c h  w a s  p u b -
l i s h e d  i n  1 9 6 0 ,  t h e  s e c o n d  m e t h o d  b y  G r e e n b e r g  a n d  H e g e r i c h  
[ 1 9 ]  w h i c h  w a s  d e v i s e d  i n  1 9 6 8  a n d  a p p l i e d  t o  t h e  k n a p s a c k  
p r o b l e m ,  a n d  t h e  t h i r d  m e t h o d  b y  G r e e n b e r g  [ 1 5 ]  i n  1 9 6 8  
w h i c h  w a s  a n  e x t e n s i o n  o f  [ 1 9 ]  t o  t h e  m o r e  g e n e r a l i z e d  
p r o b l e m .  
T h e  g e n e r a l  a p p r o a c h  o f  t h e  L a n d  a n d  D o i g  p r o c e d u r e  i s  
t o  s o l v e  t h e  i n t e g e r  p r o g r a m  i g n o r i n g  t h e  i n t e g r a l i t y  c o n -




,x~, " . .  ,x~+n ) s a t i s f i e s  
t h e  i n t e g r a l i t y  c o n s t r a i n t s  t h e  p r o b l e m  i s  s .o l v e d .  I f  n o t  
t h e n  t h e  p r e s e n t  v a l u e  y
0  
o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  p r o v i d e s  
a n  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  v a l u e  o f  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  t o  t h e  
i n t e g e r  p r o g r a m .  
A  v a r i a b l e  x k  w h i c h  i s  r e q u i r e d  t o  b e  i n t e g e r  v a l u e d  
b u t  c u r r e n t l y  i s  n o t ,  i s  c o n s i d e r e d .  T h e  v a r i a b l e  m u s t  b e  
f o r c e d  t o  t a k e  o n  a n  i n t e g e r  v a l u e  h e n c e  d e c r e a s e d  t o  [x~ ] 
o r  i n c r e a s e d  t o  a t  l e a s t  [x~ ] +  1  w h e r e  [ x~ ] i s  t h e  g r e a t -
e s t  i n t e g e r  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  x k .  T h e  e n t i r e  r a n g e  o f  
p o s s i b l e  i n t e g e r  v a l u e s  f o r  x k  m a y  b e  f o u n d  b y  s o l v i n g  t h e  
1 7  
t w o  l i n e a r  p r o g r a m s  m a x  x k  a n d  m i n  x k  s u b j e c t  t o  t h e  c o n -
s t r a i n t s  o f  ( 2 ) .  F o r  e a c h  p o s s i b l e  i n t e g e r  v a l u e  i n  t h e  
r a n g e  t h e  m a x  y
0  
s u b j e c t  t o  t h e  c o n s t r a i n t s  o f  ( 2 )  w i t h  x k  
f i x e d  c a n  a l s o  b e  c o m p u t e d  b y  l i n e a r  p r o g r a m m i n g .  T h u s ,  2  
a l l  p o s s i b i l i t i e s  i n  t h e  f o r m  o f  a  d i r e c t e d  t r e e  c a n  b e  
e n u m e r a t e d  w i t h  t h e  r o o t  o f  t h e  t r e e ,  w i t h  r o o t e d  n o d e  0 ,  
c o r r e s p o n d i n g  t o  x
0
,  a n d  d i r e c t e d  b r a n c h e s  ( O , i )  w i t h  n o d e  
i  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s o l u t i o n  x i  o f  t h e  l i n e a r  p r o g r a m  
m a x  y
0  
s u b j e c t  t o  t h e  c o n s t r a i n t s  o f  ( 2 )  a n d  x k  s e t  a t  s o m e  
s p e c i f i c  i n t e g e r  v a l u e ,  s a y  x~i). F r o m  e a c h  n e w  n o d e  t h e  
s a m e  p r o c e d u r e  c a n  b e  a p p l i e d .  C o n t i n u i n g  u n t i l  n o  f u r t h e r  
b r a n c h i n g  i s  p o s s i b l e ,  e v e r y  t e r m i n a l  n o d e  w i l l  e i t h e r  c o r -
r e s p o n d  t o  a  f e a s i b l e  i n t e g e r  s o l u t i o n  o r  t o  s o m e  s e q u e n c e  
o f  i n t e g e r  v a l u e d  c h o i c e s  w h i c h  d o  n o t  s a t i s f y  ( 2 ) .  T h e  
f e a s i b l e  n o d e  w i t h  m a x  y
0  
p r o v i d e s  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n .  
T h e  L a n d  a n d  D o i g  p r o c e d u r e  invo~ves t h i s  e n u m e r a t i o n  
b u t  a t t e m p t s  t o  s e a r c h  o n l y  a  s u b s e t  o f  t h e  p o s s i b l y  i m m e n s e  
t r e e  d e s c r i b e d .  T h e  i d e a  i s  t o  d e v e l o p  o n l y  t h a t  p a r t  o f  
t h e  t r e e . w h i c h  c o n t a i n s  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n .  A n y  n o d e  i n  
t h e  d i r e c t e d  t r e e  m u s t  h a v e  a  v a l u e  o f  y
0  
n o  g r e a t e r  t h a n  
i t s  p r e d e c e s s p r s '  s i n c e  b r a n c h i n g  i s  i m p o s i n g  a n  a d d i t i o n a l  
v a r i a b l e  t o  s o m e  i n t e g e r  v a l u e ,  i . e . ,  i m p o s i n g  a n  a d d i t i o n a l  
c o n s t r a i n t .  A l s o  i f  a t  a n y  n o d e  x i  o f  t h e  t r e e ,  x  i s  
p  
i n t e g e r  r e s t r i c t e d  a n d  x~i) i s  n o t  i n t e g e r  t h e n  t h e  i n t e g e r  
v a l u e s  f o r  x p  w h i c h  w i l l  r e s u l t  i n  t h e  l e a s t  d e c r e a s e  i n  y
0  
a f t e r  b r a n c h i n g  m u s t  b e  e i t h e r  [x~i)] o r  [x~i)] +  1 .  T h u s  
w e  h a v e  r e d u c e d  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  b r a n c h e s  t h a t  n e e d  b e  
e x p l o r e d .  
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A n o t h e r  a p p r o a c h  t o  t h e  b r , a n c h  a n d  b o u n d  o r  m o r e  p r e -
c i s e l y  b r a n c h  a n d  e x c l u d e  m e t h o d  i s  t h a t  o f  G r e e n b e r g  a n d  
H e g e r i c h .  T h e i r  o r i g i n a l  w o r k  w a s  w i t h  t h e  k n a p s a c k  p r o b l e m  
a n d  l a t e r  e x t e n d e d  b y  G r e e n b e r g  t o  t h e  g e n e r a l i z e d  i n t e g e r  
p r o g r a m m i n g  p r o b l e m .  
T h e y  p r e s e n t  a  b r a n c h  a n d  b o u n d  a l g o r i t h m  a n d  a  b r a n c h  
a n d  e x c l u d e  p r o c e d u r e  w h i c h  i s  u s e d  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m  
(  9 )  
M a x i m i z e  
S u b j e c t  t o  
n  
I  
i = l  
v . x .  
1  1  
n  
I  
i = l  
w . x .  
1  1  
<  w  
X . =  0 , 1  ( i = l , o  . •  , n )  
1  
I t  i s  a s s u m e d  t h a t  v .  a n d  w .  a r e  p o s i t i v e  i n t e g e r s  a n d  









>  • • •  >  v  / w .  
- - - n  n  
T h e  p r o b l e m  i s  f i r s t  s o l v e d  a s  s h o w n  b y  D a n t z i g  [ 6 ]  
w h e r e  t h e  0  <  x .  <  1 .  T h i s  s o l u t i o n  i s  g i v e n  b y  
1  
x .  =  1  
1  
x .  =  0  
1  
X  =  
r  
i f  i  <  r  
i f  i  >  r  
w  - I  
w .  





w h e r e  r  i s  t h e  l e a s t  i n t e g e r  ( 0  <  r  <  n )  f o r  w h i c h  
I  w .  >  w .  
.  1  
1  <  r  
I f  n o  r  e x i s t s  t h e n  a l l  x .  =  1 .  
1  
t h e n  w e  h a v e  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  t o  ( 9 ) .  
I f  X  =  0 ,  
r  
I f  x r  i s  f r a c t i o n a l  t h e  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  
i s  Z ( l )  =  L  v .  +  v  x .  Z ( n )  i s  t h e  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  
.  <  1  r  r  
1  r  
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f u n c t i o n  a t  n o d e  n .  T h e  b r a n c h  a n d  b o u n d  m e t h o d  i s  
1 .  L a b e l  n o d e  1  w i t h  Z ( l ) .  
2 ( a ) .  F i n d  t h e  t e r m i n a l  n o d e  w i t h  t h e  l a r g e s t  
v a l u e  o f  Z ( n ) .  T h i s  i s  t h e  n o d e  a t  w h i c h  
t h e  n e x t  b r a n c h i n g  w i l l  t a k e  p l a c e .  A n y  
n o d e  ( e x c e p t  o n e )  c o n t a i n s  t h e  e f f e c t  o f  
a s s i g n i n g  v a l u e s  t o  v a r i a b l e s  a n d  s o l v i n g  
( 9 )  w i t h  t h e  a s s i g n e d  v a l u e s  o f  t h e  
v a r i a b l e s  a d d e d  a s  c o n s t r a i n t s .  
( b ) .  I f  t h e  s o l u t i o n  a t  n o d e  n  h a s  a l l  v a r i a b l e s  
a s s i g n e d  a n  i n t e g e r  v a l u e ,  t h i s  i s  t h e  
o p t i m a l  s o l u t i o n  t o  ( 9 ) .  I f  n o t ,  p r o c e e d  
t o  s t e p  3 .  
3 ( a ) .  S e t  n  =  n  +  1  a n d  s o m e  u n a s s i g n e d  v a r i a b l e ,  
s a y  x t  t o  0 .  S o l v e  ( 9 )  w i t h  a l l  a s s i g n e d  
v a r i a b l e s  a d d e d  a s  c o n s t r a i n t s .  L a b e l  
n o d e  n  w i t h  t h e  v a l u e  Z ( n )  a n d  p r o c e e d  t o  
3  ( b )  •  
( b ) .  S e t  n  =  n  +  1  a n d  x t  =  1 .  S o l v e  ( 9 )  w i t h  
a l l  a s s i g n e d  v a r i a b l e s  a d d e d  a s  c o n s t r a i n t s .  
L a b e l  n o d e  n  w i t h  t h e  v a l u e  Z ( n )  a n d  g o  t o  
s t e p  2 .  
T h e  c r i t e r i a  u s e d  t o  s e l e c t  x t  i n  s t e p  3 ( a )  i s  t o  t a k e  
t h e  v a r i a b l e  t h a t i s  f r a c t i o n a l  a t  n o d e  n .  
A s  i s  c o m m o n  w i t h  m o s t  b r a n c h  a n d  b o u n d  t e c h n i q u e s  t h e y  
r e q u i r e  l a r g e  a m o u n t s  o f  c o m p u t e r  s t o r a g e .  T h e  b r a n c h  a n d  
e x c l u d e  a l g o r i t h m  w h i c h  i s  d e s c r i b e d  n e x t  i s  d e s i g n e d  t o  
e l i m i n a t e  t h e  p r o b l e m  o f  s t o r a g e .  T h e  a l g o r i t h m  f i r s t  f i n d s  
2 0  
" 1 ' \  
\  
a n  o b v i o u s  i n t e g e r  s o l u t i o n  t o  t h e  c o n s t r a i n t s  o f  ( 9 ) .  T h i s  
s o l u t i o n  i s  t a k e n  a s  a  l o w e r  b o u n d  t o  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n .  
A  b r a n c h  o f  a  t r e e  i s  d e v e l o p e d  a n d  e a c h  p a r t  e x p l o r e d  u n t i l  
t h e  l o w e r  b o u n d  i s  r e a c h e d  o r  u n t i l  a  n e w  f e a s i b l e  s o l u t i o n  
i s  f o u n d  t h a t  r e p r e s e n t s  a  l a r g e r  l o w e r  b o u n d .  T h e n  b a c k -
t r a c k  a n d  d e v e l o p  n e w  b r a n c h e s  o f  t h e  t r e e  d e v e l o p i n g  p o s -
s i b l y  l a r g e r  l o w e r  b o u n d s .  F u r t h e r  b r a n c h i n g  i s  e x c l u d e d  
w h e n  t h e  l o w e r  b o u n d  i s  r e a c h e d .  T h e  a l g o r i t h m  s t o p s  w h e n  
a l l  n e w  b r a n c h e s  a r e  e x c l u d e d .  T h e  o n l y  i n f o r m a t i o n  t h a t  i s  
s t o r e d  i s  t h e  c u r r e n t  l o w e r  b o u n d  s o l u t i o n  a n d  t h e  b r a n c h  
r o u t i n g .  A t  t h e  e n d ,  t h e  l o w e r  b o u n d  s o l u t i o n  i s  o p t i m a l .  
B e f o r e  t h e  a l g o r i t h m  i s  p r e s e n t e d  c e r t a i n  t e r m s  m u s t  
b e  d e f i n e d .  




,  . . .  , x n )  a s  t h e  c u r r e n t  l o w e r  b o u n d  s o l u -
n  
t i o n  w h e r e  t h e  x .  a r e  a l l  g i v e n  a n d  x
0  
=  I  
v .  x  . •  
~ .  1  
~= 
~ ~ 
D e f i n e  X ( x .  , x
2
,  • • •  , x )  t o  i n d i c a t e  a s s i g n e d  v a r i a b l e s .  
~ n  
A  v a l u e  x i  =  2  ( o r  a n y  n u m b e r  n o t  e q u a l  t o  z e r o  o r  o n e )  
i n d i c a t e s  t h e  v a r i a b l e  i s  u n a s s i g n e d .  A n  a s s i g n e d  v a r i a b l e  
w i l l  h a v e  t h e  v a l u e  z e r o  o r  o n e .  
D e f i n e  R ( L )  
a s  t h e  i n d e x  o f  t h e  L t h  a s s i g n e d  v a r i a b l e .  
D e f i n e  Z ( L )  a s  t h e  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a t  
t h  
t h e  L  l e v e l  o f  a  b r a n c h .  
T h e  s o l u t i o n  t o  ( 9 ) ,  w i t h  L  a s s i g n e d  c o m p o n e n t s  o f  X  
a d d e d  a s  c o n s t r a i n t s  i s  
x .  =  1  i f  i  <  r ,  i  ~ R ( j )  
~ 
x .  =  0  i f  i  >  r ,  i  ~ R ( j )  
~ 
2 1  
~ 
( j = l ,  • • .  , L )  
( j = l ,  • . •  , L )  
( 1 0 )  x R ( j )  =  0  o r  1  ( j = l ,  . . .  , L )  d e p e n d i n g  o n  t h e  
a s s i g n m e n t  
L  
x  =  ( W - L  w R ( ' ) x R ( ' )  - Y  w . ) / w  
r  i = l  
1  
1  
i E M ( L )  
1  
r  
Z  ( L + l )  
L  
=  L  V R ( ' ) X R ( ' )  +  L  v .  +  v  X  
i = l  
1  1  
i EM ( L )  
1  
~ r  
w h e r e  t h e  s e t  M  i s  g i v e n  b y  
M ( L )  =  { i j i  <  r ,  i  ~ R ( j )  
( j = l ,  • . .  , L ) }  
a n d  r  i s  t h e  l e a s t  i n t e g e r  ( 0  <  r  <  N )  f o r  w h i c h  
L  L  
L  w .  +  w  >  w  - L  w  X  
i E M ( L )  
1  
r  - i = l  R ( i )  R ( i )  
I f  n o  r  e x i s t s  w e  h a v e  a l l  x .  =  1  f o r  i  = !  R ( j )  ( j = l ,  • . •  , L ) .  
1  
A  l o w e r  b o u n d  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  ( 9 )  i s  g i v e n  b y  
L  +  I  v .  
x ( L )  =  L  v R ( i ) x R ( i )  i EM ( L )  
1  
i = l  
T h e  a l g o r i t h m  i s  a s  f o l l o w s :  
1 .  S e t  L  =  1  a n d  a l l  c o m p o n e n t s  o f  X  t o  t w o .  
2 .  S o l v e  ( 9 )  w i t h  0  <  x .  <  1 .  I f  t h e  s o l u t i o n  i s  a l l  
1  -
i n t e g e r  t h e n  t h i s  i s  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n .  I f  n o t ,  t h e - s o l u -
t i o n  i s  x
1  
=  1 ,  x
2  
=  l ,  • . .  , x r - l  =  1  a n d  x r  i s  f r a c t i o n a l .  
C a l c u l a t e  x
0  
=  
I  v .  a n d  f o r m  S  (  x
0  
,  1 ,  1 ,  • . •  ,  1 ,  0  ,  0  ,  0 )  a s  a  
i  <  r  
1  
l o w e r  b o u n d  t o  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n ,  w h e r e  t h e  z e r o  c o m p o  
n e n t s  i n  S  r e p r e s e n t  x .  =  0 ,  i  >  r .  S e t  R ( l )  =  r a n d  t h e  
1  
r t h  c o m p o n e n t  o f  X  t o  z e r o .  
3 ( a ) .  S o l v e  ( 9 )  w i t h  t h e  L  a s s i g n e d  c o mp o n e n t s  o f  X  
a d d e d  a s  c o n s t r a i n t s .  We  o b t a i n  ( 1 0 ) .  I f  [ Z ( L  +  l ) ]  ~ x
0  




g o  t o  s t e p  4 .  I f  Z ( L + l )  >  x
0  
a n d  w e  h a v e  a n  i n t e g e r  s o l u -
t i o n ,  t a k e  x
0  




, ; . 1 ! , x n )  f r o m  ( 1 0 )  
a n d  g o  t o  s t e p  4 .  I f  [ Z ( L + l ) ]  >  x
0  
a n d  w e  d o  n o t  h a v e  a n  
i n t e g e r  s o l u t i o n ,  g o  t o  3 ( b ) .  
( b ) .  I f  x ( L )  >  x
0
,  t a k e  x
0  





,  . . .  , x n )  f r o m  ( 1 0 )  w i t h  x r  =  0 .  I n  a n y  c a s e ,  s e t  
L  =  L  +  1 ,  t a k e  R ( L )  =  r ,  a n d  s e t  t h e  R ( L )  c o m p o n e n t  o f  X  
t o  z e r o  a n d  g o  t o  3 ( a ) .  
4 ( a ) .  I f  t h e  R ( L )  c o m p o n e n t  o f  X  i s  e q u a l  t o  z e r o  
c h a n g e  t h e  c o m p o n e n t  t o  o n e  a n d  g o  t o  3 ( a ) .  I f  t h e  R ( L )  
c o m p o n e n t  o f  X  i s  o n e  g o  t o  4 ( b ) .  




,  . . •  ,  
x  )  .  I f  L  ~ 1 ,  c h a n g e  t h e  R ( L )  c o m p o n e n t  o f  X  t o  t w o ,  s e t  
n  
L  =  L - 1 ,  a n d  g o  t o  4 ( a ) .  
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  a l g o r i t h m .  R ( L )  r e p r e s e n t s  a  r o u t -
i n g  o f  a s s i g n m e n t s  a l o n g  t h e  b r a n c h .  O n l y  o n e  b r a n c h  i s  
s t u d i e d  a t  a  t i m e  w i t h  p r e f e r e n c e  g i v e n  t o  a s s i g n i n g  t h e  
v a l u e  o f  z e r o  t o  t h e  f r a c t i o n a l  v a r i a b l e .  T h i s  a l l o w s  l o w e r  
b o u n d s  t o  b e  a c h i e v e d  m o r e  r a p i d l y .  T h e  o n l y  p e r m a n e n t  
s t o r a g e  i n f o r m a t i o n  r e q u i r e d  i s  t h e  c u r r e n t  l o w e r  b o u n d  s o l u -
t i o n  S ,  t h e  a s s i g n e d  v a r i a b l e s  R ( L )  a t  l e v e l  L  o f  t h e  b r a n c h ,  
a n d  t h e  a s s i g n m e n t  v e c t o r  X .  
A n  e x t e n s i o n  o f  t h e  p r e v i o u s  a l g o r i t h m  i s  t h a t  o f  G r e e n -
b e r g  [ 1 5 ]  i n  w h i c h  h e  p r e s e n t s  a n  a l g o r i t h m  f o r  t h e  s o l u t i o n  
o f  t h e  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m  
( 1 1 )  M i n i m i z e  Z  =  C X  
S u b j e c t  t o  A X  =  B  
0  <  x .  < b . ,  x .  i n t e g e r ,  j = l ,  • • .  , n ,  
J  - J  J  
2 3  
w h e r e  C  i s  a n  n - v e c t o r ,  B  i s  a n  m - v e c t o r ,  A  i s  a n  m x n  m a t r i x  
a n d  t h e  b .  a r e  p o s i t i v e  i n t e g e n s .  A n y  o r  a l l  o f  t h e  b .  m a y  
J  J  
b e  i n f i n i t e .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  e l e m e n t s  o f  C ,  B  a n d  
A  a r e  i n t e g e r s .  
T h e  t w o  p h a s e  si~plex m e t h o d  i s  u s e d  t o  s o l v e  ( 1 1 )  t o -
g e t h e r  w i t h  t h e  b o u n d e d  v a r i a b l e  t e c h n i q u e  o f  D a n t z i g .  A f t e r  
s o l v i n g  ( 1 1 )  a s  a  l i n e a r  p r o g r a m ,  t h e  c o n d i t i o n  x k  _ : :  
x k  ~ [x~] +  1  f o r  a  b~sic v a r i a b l e  x k  w i t h  i t s  v a l u e  
0  
[ x k ]  o r  
0  
x k  a s  
f r a c t i o n a l  i s  i m p o s e d .  T h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  l i n e a r  p r o g r a m  
i s  t h e n  i n f e a s i b l e .  1 h e n  x k  i s  p l a c e d  a t  e i t h e r  t h e  n e w  u p -
p e r  b o u n d  [x~] o r  a t  a  l o w e r  b o u n d  [x~] +  1 ,  a n  a r t i f i c i a l  
v a r i a b l e  e q u a l  t o ·  t h e  a m o u n t  o f  t h e  i n f e a s i b i l i t y  p r o d u c e d  
(x~ - [x~] i n  t h e  f i r s t  c a s e  o r  [x~] +  1  - x~ i n  t h e  s e c o n d  
c a s e )  i s  a d d e d ,  a n d  t h e  n e w  b o u n d e d  v a r i a b l e  p r o b l e m  i s  
s o l v e d  b y  t h e  t w o  p h a s e  p r o c e d u r e .  I f  a  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  
t o  t h e  n e w  p r o b l e m  t h a t  i s  f r a c t i o n a l ,  a n  a d d i t i o n a l  c o n d i -
t i o n  x  <  [ x
1
J  o r  x  >  [ x
1
]  +  1  i s  i m p o s e d  f o r  a  b a s i c  v a r -
r  - r  r  - r  
i a b l e  x  w i t h  i t s  v a l u e  x
1  
a s  f r a c t i o n a l .  T h e  n e w  p r o b l e m  
r  r  
i s  t h e n  s o l v e d  m a i n t a i n i n g  t h e  c o n s t r a i n t  o f  x k .  T h i s  p r o c -
e s s  i s  c o n t i n u e d  u n t i l  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  b a c k t r a c k  w h i c h  i s  
d o n e  b y  s i m p l y  r e m o v i n g  t h e  b o u n d s  o n  t h e  r e q u i r e d  v a r i a b l e s  
a n d  s o l v i n g  t h e  l i n e a r  p r o g r a m  t o  r e t u r n  t o  a  p r e v i o u s  p r o b -
l e m .  N o t e  t h a t  b o u n d s  o n  t h e  s a m e  v a r i a b l e  m a y  a p p e a r  
a g a i n ;  t h e  i n i t i a l  b o u n d s  w i l l  a u t o m a t i c a l l y  b e  s a t i s f i e d .  
T h i s  e n t i r e  p r o c e d u r e  e n u m e r a t e s  p o s s i b i l i t i e s  f o r  t h e  
s o l u t i o n  t o  ( 1 1 )  i n  a  d i r e c t e d  t r e e .  T h e  r o o t e d  n o d e  c o r -
r e s p o n d s  t o  z
0
•  O n l y  o n e  b r a n c h  i s  i n v e s t i g a t e d  t o  t h e  n e x t  
n o d e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  ( 1 1 )  w i t h  s a y  
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x k  ~ [x~] +  1  r e p r e s e n t i n g  t h e  b r a n c h .  F r o m  e a c h  n o d e  t h e  
s a m e  p r o c e d u r e  i s  r e p e a t e d  i n v e s t i g a t i n g  o n e  b r a n c h  u n t i l  
w e  b a c k t r a c k  t o  a  p r e v i o u s  n o d e  t h a t  h a s  h a d  o n l y  o n e  b r a n c h -
i n g .  F o r  e x a m p l e ,  w e  w o u l d  b r a n c h  t o  a  n o d e  c o r r e s p o n d i n g  
t o  t h e  s o l u t i o n  o f  ( 1 1 )  w i t h  x k  ~ · [x~] r e p r e s e n t i n g  t h e  
b r a n c h  w h e n  w e ·  b a c k t r a c k  t o  t h e  r o o t e d  n o d e .  A n y  f u r t h e r  
b a c k t r a c k i n g  t o  t h e  r o o t e d  n o d e  w o u l d  e n d  t h e  p r o b l e m .  T h i s  
p r o c e d u r e  i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :  




, "  • •  , x n )  a s  t h e  c u r r e n t  u p p e r  b o u n d  
s o l u t i o n ,  w h i c h  r e p r e s e n t s  a  f e a s i b l e  i n t e g e r  s o l u -
t i o n  t o  . ( 1 1 )  w i t h  o b j e c t i v e  v a l u e  x
0
.  
D e f i n e  I ( L )  a s  t h e  i n d e x  o f  t h e  L t h  b o u n d e d  
v a r i a b l e .  
D e f i n e  N ( L )  t o  s h o w  t h e  n u m b e r  o f  b r a n c h i n g s  f o r  
t h e  L t h  b o u n d e d  v a r i a b l e  ( I n i t i a l l y  N ( L )  =  0 ) .  
D e f i n e  B ( L )  t o  s h o w  t h e  b o u n d  o n  t h e  L t h  b o u n d e d  
v a r i a b l e .  
D e f i n e  G ( L )  =  0  t o  i n d i c a t e  t h e  L t h  b o u n d e d  
I  
v a r i a b l e  is~ B ( L ) ,  a n d  G ( L )  =  1  t o  i n d i c a t e  t h e  
L t h  b o u n d e d  v a r i a b l e  i s  ~ B ( L ) .  




,  . • •  , x n )  a s  a  f e a s i b l e  
i n t e g e r  s o l u t i o n  t o  ( 1 1 )  •  I f  n o n e  i s  a p p a r e n t  
t a k e  x
0  
a s  i n f i n i t e .  S o l v e  ( 1 1 )  a s  a  l i n e a r  p r o g r a m .  
I f  t h e  s o l u t i o n  i s  a l l  i n t e g e r  t h e  p r o b l e m  i s  s o l v e d .  
O t h e r w i s e  g o  t o  2  m a i n t a i n i n g  t h e  c a n o n i c a l  f o r m  o f  
t h e  s o l u t i o n  t o  ( 1 1 ) .  
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2 .  
S e t  L  =  L  +  1 .  
G o  t o  2 ( a ) .  
( a )  
S e l e c t  a  b a s i c  v a r i a b l e  t h a t  i s  f r a c t i o n a l .  
S u p p o s e  t h e  v a r i a b l e  s e l e c t e d  i s  x k  w i t h  
0  
v a l u e  x k ,  s e t  I ( L )  
=  k ,  N ( L )  
=  1  a n d  g o  t o  
2 ( b )  
o r  2 ( c ) .  
( b )  S e t  B ( L )  
0  
a n d  G ( L )  
=  o .  
G o  t o  3  
=  
[ x k ]  
( c )  S e t  B ( L )  
0  
=  1 .  
G o  t o  3 .  
=  
[ x k ]  +  1  a n d  G ( L )  
3 .  S o l v e  t h e  l i n e a r  p r o g r a m  u s i n g  t h e  m a i n t a i n e d  c a n o n i c a l  
f o r m  w i t h  t h e  n e w  b o u n d s  o n  t h e  v a r i a b l e  x k  w h e r e  
k  =  I ( L ) .  O n e  o f  t h e  c a s e s  h o l d s :  
( a )  I f  t h e  s o l u t i o n  p r o d u c e s  a n  o b j e c t i v e  v a l u e  Z  
w i t h  [ Z ]  +  1  ~ x
0  
t o  t o  4 .  
( b )  I f  t h e  s o l u t i o n  p r o d u c e s  a n  o b j e c t i v e  v a l u e  Z  
w i t h  [ Z ]  +  1  <  x
0  
a n d  t h e  s o l u t i o n  i s  a l l  i n t e g e r ,  




,  . . .  , x n )  a s  a  n e w  f e a s i b l e  i n t e g e r  
s o l u t i o n  w h e r e  x
0  
=  z ,  x
1
,  • . •  , x n  i s  t h e  n e w  s o l u -
t i o n .  G o  t o  4 .  
( c )  I f  t h e  s o l u t i o n  p r o d u c e s  a n  o b j e c t i v e  v a l u e  Z  
w i t h  [ Z ]  +  1  <  x
0  
a n d  t h e  s o l u t i o n  i s  f r a c t i o n a l  
g o  t o  2 .  
( d )  I f  t h e  p r o b l e m  h a s  a n  i n f e a s i b l e  s o l u t i o n  g o  
t o  4 .  
4 .  S e t  L L  = L a n d  g o  t o  4 ( a ) .  
( a )  I f  N ( L )  =  2 ,  g o  t o  4 ( b ) .  O t h e r w i s e  N ( L )  =  1 ;  
g o  t o  4  ( c )  .  




,  • . .  , x n )  
i s  o p t i m a l .  S t o p .  O t h e r w i s e  s e t  N ( L )  =  O ,  
L  =  L - 1 ,  a n d  g o  t o  4 ( a ) .  




- ;  
i  
i  
, ,  
I  
( c )  S o l v e  t h e  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m  s t a r t i n g  
f r o m  t h e  c u r r e n t  c a n o n i c a l  f o r m  w i t h  t h e  b o u n d s  
B  ( L ) ,  B  ( L + l ) , .  o .  , B  ( L L )  r e m o v e d .  I f  k  =  I  ( L )  
a n d  x k  d o e s  n o t  b e c o m e  a  · b a s i c  v a r i a b l e  t h e n  
t h e  s o l u t i o n  i s  n o n - u n i q u e ;  x k  i~ t h e n  m a d e  a  
b a s i c  v a r i a b l e .  G o  t o  4 ( d ) .  
( d )  I f  G  ( L )  =  0 ,  s e t  B  ( L )  =  B  ( L )  +  1 ,  N , ( L )  =  2 ,  a n d  
g o  t o  3 .  O t h e r w i s e  G ( L )  =  1 ;  s e t  B ( L )  =  B ( L )  - 1 ,  
N ( L )  =  2 ,  a n d  g o  t o  3 .  
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  i n  t h i s  a l g o r i t h m  t h e  b o u n d s  a r e  
c h a n g e d  s y s t e m a t i c a l l y  u n t i l  t h e  o p t i m a l  i n t e g e r  s o l u t i o n  
i s  p r o d u c e d .  T h e  m e t h o d  r e s u l t s  i n  a  b r a n c h i n g  p r o c e s s  t h a t  
r e q u i r e s  mi n i m u m  e x c e s s  c o m p u t e r  s t o r a g e  o v e r  t h a t  r e q u i r e d  
t o  s o l v e  t h e  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m .  
I n  a d d i t i o n ,  d y n a m i c  p r o g r a m m i n g  e n u m e r a t i o n ,  s i m i l a r  
t o  t h a t  g i v e n  i n  [ 1 7 ]  a n d  d e v e l o p e d  i n  t h e  d y n a mi c  p r o g r a m -
m i n g  s e c t i o n  o f  t h i s  t h e s i s ,  m a y  b e  i n s t i t u t e d  a f t e r  a  f r a c -
t i o n a l  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  a t  a n y  n o d e  t o  s p e e d  t h e  c a l c u l a -
t i o n s .  
T o  i l l u s t r a t e  t h e  b a s i c  m e t h o d ,  a n  e x a m p l e  f r o m  [ 3 ]  i s  
p r e s e n t e d  w h e r e  t h e  v a r i a b l e s  a r e  a r b i t r a r i l y  p i c k e d  f o r  
b r a n c h i n g  a n d  t h e  b r a n c h i n g  i s  a l w a y s  t a k e n  w i t h  a  g r e a t e r  
t h a n  o r  e q u a l  s i g n  f i r s t .  
T h e  p r o b l e m  i s  t o  
m i n  
4 x
1  
+  s x
2  







=  2  
x
1  




=  5  
3 x
1  















~ 0  a n d  i n t e g e r .  
2 7  
T h e  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n  p r o d u c e s  t h e  c a n o n i c a l  f o r m  
2  4  
1 8  
x l  +  1 0 x 4  - 1 0 x 5  =  
1 0  
3  1  
8  
x 2  - .  l 0 x 4  +  1 0 x 5  =  
1 0  
3  1 1  
4 2  
x 3  +  I O x 4  - 1 0 x 5  =  
1 0  
7  1 1  1 1 2  
~z +  I O x 4  +  1 0 x 5  =  - r o -
S i n c e  t h e  s o l u t i o n  i s  f r a c t i o n a l  w e  a r b i t r a r i l y  s e l e c t  t h e  
b o u n d  x
1  
~ 2  a d d e d  t o  t h e  p r e v i o u s  c a n o n i c a l  f o r m .  
o b t a i n  t h e  c a n o n i c a l  f o r m  





1  1  
4 x l  - 4 x 4  " "  
5  
4  
1 1  1  3  
~xl - 4 x 4  =  - 4  
5  1  9  
2 x l  - 2 x 4  =  - 2  
1 1  5  2 5  
- z  +  ~xl +  4 x 4  =  -~ 
W e  t h e n  










)  =  ( 4 7 / 4 ,  2 ,  3 / 4 ,  1 9 / 4 ,  0 ,  1 / 2 ) .  
W e  a r b i t r a r i l y  s e l e c t  x
2  
~ 1  a n d  s o l v e  t h e  p r e v i o u s  
c a n o n i c a l  f o r m  w i t h  x
1  
~ 2  a n d  x
2  
>  1  t o  o b t a i n  t h e  c a n o n i c a l  
f o r m  
X  - 3 x  - X  =  - 2  
3  1  2  
x
4  




" "  - 5  
x  - 3 x  - 2 x  =  - 7  
5  1  2  
- z  +  4 x
1  
+  5 x
2  
=  0  










)  =  ( 1 3 ,  2 ,  l ,  5 ,  l ,  l ) ,  w h i c h  i s  a l l  




,  • • •  , x n ) .  
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W e  t h e n  r e m o v e  t h e  b o u n d  x
2  
~ 1  a n d  a p p l y  t h e  s i m p l e x  p r o c e -
d u r e  o n  t h e  p r e v i o u s  c a n o n i c a l  f o r m  ( e . g · .  ,  Z  m a y  b e  d e c r e a s e d  
b y  d e c r e a s i n g  x
2
)  a n d  o b t a i n  t h e  s a m e  c a n o n i c a l  f o r m  t h a t  w e  
o b t a i n e d  b y  s e l e c t i n g  t h e  b o u n d  x
1  
~ 2 .  W e  t h e m  i m p o s e  t h e  
b o u n d  x
2  
~ 0  o n  th~s c a n o n i c a l  f o r m  i n  a d d i t i o n  t o  x
1  
~ 2  
a n d  o b t a i n  t h e  c a n o n i c a l  f o r m  













1 3  
x
5  




~ 8  
- z  - l l x  +  4 x  =  - 2 0  
2  4  
w h e r e  t h e  s o l u t i o n  i s  ( 2 0 ,  5 ,  0 ,  1 3 ,  o . ,  8 ) .  S i n c e  Z  >  1 3  w e  
r e m o v e  t h e  b o u n d s  x
2  
_ : : :  0  a n d  x
1  
. . : : : ,  2  a n d  s o l v e  t h e  p r e v i o u s  
c a n o n i c a l  f o r m  t o  o b t a i n  o u r  f i r s t  c a n o n i c a l  f o r m  a g a i n .  
W e  t h e n  t a k e  x
1  
<  1  a n d  o b t a i n  t h e  c a n o n i c a l  f o r m  
3  1  7  




2 x l  









=  9  
- z  -
7  
2 x l  
5  
2 x 5  
- 3 7  
=  - 2 -










)  =  ( 1 4 ,  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  0 ) .  S i n z e  Z  >  1 3  
t h e  p r o b l e m  i s  s o l v e d  w i t h  s o l u t i o n  Z  =  1 3 ,  x
1  
=  2 ,  x
2  
=  1 ,  
x
3  
=  5 ,  x
4  
=  1 ,  x
5  
:  1 .  
T h e  a d v a n t a g e s  o f  t h i s  b a s i c  b r a n c h i n g  a l g o r i t h m  a r e  
a p p a r e n t  o v e r  t h e  L a n d  a n d  D o i g  p r o c e d u r e  e v e n  i n  t h i s  s m a l l  
e x a m p l e "  T h i s  s a m e  p r o b l e m  s o l v e d  u s i n g  t h e  L a n d  a n d  D o i g  
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p r o c e d u r e  a s  i l l u s t r a t e d  i n  [ 3 ]  r e q u i r e d  t h e  g e n e r a t i o n  o f  
f i v e  n o d e s .  T h i s  a l g o r i t h m  r e q u i r e d  o n l y  f o u r .  F u r t h e r ,  
n o  a d d i t i o n a l  p r o b l e m s  a r e  g e n e r a t e d  e x c e p t  t h a t  t h e  c a n o n -
i c a l  f o r m  f r o m  t h e  o r i g i n a l  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n  i s  v a r i e d  
d e p e n d i n g  o n  t h e  b o u n d s  o n  t h e  v a r i a b l e s .  E a c h  p r o b l e m  
l e a d s  i n t o  t h e  n e x t  i n  a  n a t u r a l  f a s h i o n .  
3 0  
" '  
~ 
5 .  P a r t i a l  E n u m e r a t i o n  T e c h n i q u e s  
A  f o u r t h  a p p r o a c h ,  p a r t i a l  e n u m e r a t i o n ,  i s  b a s i c a l l y  a  
b r a n c h  a n d  e x c l u d e  m e t h o d  w i t h  v a r i o u s  r u l e s  e n v o k e d  f o r  t h e  
p u r p o s e  o f  e x p l o r i n g  o n l y  c e r t a i n  b r a n c h e s  o f  t h e  t r e e .  
A  m e t h o d  f o r  p a r t i a l  e n u m e r a t i o n  b y  B a l a s  [ 1 ]  i s  p r e -
s e n t e d  f o r  t h e  c a s e  w h e r e  x , , ( j = l ,  . . .  , n )  e q u a l s  0  o r  1 .  T h e  
J  
p r o b l e m  t o  b e  s o l v e d  s h o u l d  b e  f o m u l a t e d  
( 1 2 )  
n  
M a x i m i z e  Y o  =  
I  c , x ,  +  b  
j = l  J  J  0  
S u b j e c t  t o  y ,  =  b ,  +  
1  1  
n  
. I  
J = l  
a ,  , x .  
1 J  J  
>  0  
(  i =  1  ,  . . •  ,  m )  a n d  x  ,  =  0  o r  1  ,  (  j  =  1  ,  • . .  ,  n )  .  
J  
I n  
(  1 2 )  '  
a l l  c .  m u s t  b e  n o n - p o s i t i v e .  
I f  t h i s  
i s  n o t  
J  
t h e  c a s e ,  x ,  m a y  b e  r e p l a c e d  b y  (  1 - x , )  
f o r  a n y  c .  >  0 .  




s o m e  b ,  m u s t  b e  n e g a t i v e  o r  t h e  p r o b l e m  h a s  
1  
t h e  t r i v i a l  s o l u -
t i o n  w i t h  a l l  x .  =  0 .  
J  
T h e r e  a r e  2 n  d i f f e r e n t  p o s s i b l e  s o l u t i o n s .  T h e  a l g o r -
i t h m  s e e k s  t o  f i n d  a n  o p t i m a l  f e a s i b l e  s o l u t i o n  o r  k n o w l e d g e  
t h a t  n o n e  e x i s t s  w i t h o u t  h a v i n g  t o  e v a l u a t e  e a c h  o f  t h e  2 n  
p o s s i b l e  s o l u t i o n s .  T h e  a l g o r i t h m  i s  i n  t h e  f o r m  o f  a  t r e e  
s e a r c h .  A  p a t h  a l o n g  t h e  t r e e  o f  ~elutions i s  t r a c e d  u n t i l  
e i t h e r  a  n e w  f e a s i b l e  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  o r  a  n o d e  i s  
r e a c h e d  w h i c h  y i e l d s  i n f o r m a t i o n  t h a t  a l l  s o l u t i o n s  i n  w h i c h  
t h a t  p a r t i c u l a r  n o d e  i s  i n c l u d e d  m a y  b e  r u l e d  o u t  o f  c o n s i d -
e r a t i o n .  T h e  p r o c e s s  t h e n  b a c k t r a c k s  t o  t h e  u n i q u e  n o d e  
t h a t  i m m e d i a t e l y  p r e c e d e s  t h e  o n e  r u l e d  o u t  a n d  d e p a r t s  t h a t  
n o d e  o n  a  d i f f e r e n t  p a t h  u n l e s s  n o n e  a r e  l e f t  a n d  i t  b e c o m e s  
n e c e s s a r y  t o  b a c k t r a c k  f u r t h e r .  W h e n  t h e  p r o c e s s  i s  p u s h e d  
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b a c k  t o  t h e  s t a r t i n g  n o d e  a n d  i n f o r m a t i o n  i s  o b t a i n e d  t h a t  
n o  o t h e r  b r a n c h e s  o f  t h e  t r e e  n e e d  b e  e x p l o r e d ,  t h e  a l g o r i t h m  
t e r m i n a t e s .  
D e f i n e  s
0  
t o  b e  t h e  s e t  o f  v a r i a b l e s  p r e s e n t l y  s e t  e q u a l  
t o  z e r o  a n d  s
1  
a s  t h e  s e t  o f  v a r i a b l e s  p r e s e n t l y  a s s i g n e d  a  
v a l u e  o f  z e r o  o r  o n e .  
R e c o r d  t h e  v a l u e  o f  y
0  
f o r  t h e  c u r r e n t  b e s t  k n o w n  s o l u -





,  . . .  , y  a s  Y o  ,  y
1  
,  . . .  , y  a n d  t h e  m a x i m u m  p o s s i b l e  
m  c  c  m e  








m ,  . . .  ,y~ o b t a i n e d  b y  c h a n g -
i n g  t h e  v a r i a b l e s  i n  s
0  
s o  t h a t  
y  .  =  y  .  +  \  m a x  (  0  ,  a .  .  )  
1 m  1 C  4  1 ]  
( i = l ,  . . .  , m )  
J  
a n d  j  i s  t h e  s e t  { j :  
X .  E  S  }  
J  .  0  •  
I n i t i a l l y  Y o b  m a y  b e  s e t  e q u a l  t o  -
0 0  
a n d  t h e  c u r r e n t  
s u b p r o b l e m  h a s  a l l  v a r i a b l e s  i n  s
0
.  T h e  g e n e r a l  n a t u r e  o f  
t h e  a l g o r i t h m  i s :  
l .  C o n s i d e r  a  s u b p r o b l e m .  I f  Y o c  2  Y o b  a b a n d o n  t h e  
s u b p r o b l e m .  
( i = l ,  . . .  , m )  
O t h e r w i s e  i f  a l l  y .  >  0  f o r  
1 C  -
a  n e w  b e s t  f e a s i b l e  s o l u t i o n  i s  
f o u n d .  A b a n d o n  t h e  s u b p r o b l e m  s i n c e  a l l  c .  <  0  
J  
a n d  i t  i s  u n p r o f i t a b l e  t o  a s s i g n  a n y  v a r i a b l e  i n  
s
0  
a  non ~ze ro v a l u e .  
2 .  O t h e r w i s e  i f  c .  <  Y o b - y
0  
f o r  a n y  j ,  p u t  x .  
J  - c  J  
i n  s
1  
a n d  a s s i g n  i t  a  v a l u e  o f  z e r o .  R e v i s e  t h e  
v a l u e s  o f  y .  .  I f  a n d  r e v i s e d  y .  <  0 ,  a b a n d o n  
1 m  1 m  
t h e  c u r r e n t  s u b p r o b l e m  b e c a u s e  i t  c a n n o t  h a v e  a  
f e a s i b l e  s o l u t i o n .  
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. .  
,  
3 .  
4 .  
I f  y .  +  a  . .  <  0  f o r  s o m e  i ,  p u t  x .  i n  s
1  
w i t h  
l m  l ]  J  
a n  a s s i g n e d  v a l u e  o f  z e r o  a n d  r e v i s e  t h e  y  . .  
l m  
T h i s  s h o u l d  b e  r e p e a t e d  f o r  e a c h  y .  s i n c e  a  
l m  
v a r i a b l e  w a s - l a s t  a s s i g n e d  t o  s
1  
o r  u n t i l  s o m e  
y .  <  0 .  
l m  
I f  y .  - a  . .  <  0  f o r  s o m e  i ,  p u t  x .  i n  s
1  
w i t h  
l m  l ]  J  
a n  a s s i g n e d  v a l u e  o f  o n e .  
y .  .  
l m  
R e v i s e  a l l  y .  a n d  
l C  
5 .  I f  n o  x .  i s  a s s i g n e d  a  v a l u e  o f  o n e  i n  s t e p  4 ,  
J  
a  b r a n c h  m u s t  b e  m a d e .  A  v a r i a b l e  i n  s
0  
i s  
a s s i g n e d  t o  s
1  
w i t h  a  v a l u e  o f  o n e  a n d  a t  t h e  
s a m e  t i m e  a  n e w  - s u b p r o b l e m  i s  s e t  u p  t h a t  i s  t h e  
s a m e  a s  t h e  c u r r e n t  o n e  e x c e p t  t h a t  t h e  v a r i a b l e  
i s  a s s i g n e d  a - v a l u e  o f  z e r o .  T h e  c h o i c e  o f  
v a r i a b l e  i s  m a d e  b y  t a k i n g  t h a t  v a r i a b l e  t h a t  
w h e n  s e t  e q u a l  t o  o n e  i n c r e a s e s  a t  l e a s t  o n e  
n e g a t i v e  y .  a n d  m a k e s  t h e  g r e a t e s t  d e c r e a s e  i n  
l C  
m  
t h e  s u m  I  m a x  ( 0 , - y .  )  .  I f  t w o  o r  m o r e  v a r -
.  l  l C  
l =  
i a b l e s  a r e  t i e ,  t h e  o n e  w i t h  t h e  l a r g e s t  c .  i s  
J  
u s e d .  
A n  a l g o r i t h m  b y  G l o v e r  [ 1 0 ]  w h i c h  i n  i t s  s i m p l e s t  f o r m  
i s  s i m i l a r  t o  t h e  " A l l  I n t e g e r  M e t h o d "  o f  G o m o r y ,  b u t  r e p -
r e s e n t s  a  w e a k e n i n g  o f  t h e  c o n s t r a i n t s  o f  t h i s  a l g o r i t h m  
w a s  a l s o  a  p r o p o s a l  f o r  s h a r p e n i n g  t h e  t e s t s  o f  t h e  a l g o r -
i t h m  o f  B a l a s  [ 1 ]  a n d  h e n c e  r e d u c i n g  t h e  s i z e  o f  t h e  s o l u -
t i o n  t r e e .  
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G e o f f r i o n  [ 8 ]  o u t l i n e d  a  v e r s i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  b y  
B a l a s  [ 1 ]  w h i c h  l e n d s  i t s e l f  t o  c o m p u t e r  i m p l e m e n t a t i o n .  
B a l a s '  [ 2 ]  f i l t e r  m e t h o d  i s  a n  a c c e l e r a t e d  v e r s i o n  o f  
h i s  e a r l i e r  " a d d i t i v e  a l g o r i t h m " .  I n  t h e  f i l t e r  m e t h o d  a  
t w o  p h a s e  a p p r o a c h  i s  u s e d  w h e r e  i n  p h a s e  I  a n  a u x i l i a r y  
. .  
p r o b l e m  i s  c o n s t r u c t e d  t h a t ,  i n  p h a s e  I I ,  i s  u s e d  t o  
" f i l t e r "  t h e  s o l u t i o n s  t o  w h i c h  t h e  t e s t s  o f  t h e  a d d i t i v e  
a l g o r i t h m  a r e  t o  b e  a p p l i e d .  
C l e v e r ? e n u m e r a t i v e  s c h e m e s  a r e  i n  c e r t a i n  s i t u a t i o n s  
t h e  b e s t  m e t h o d s  o f  s o l u t i o n .  A n  a l g o r i t h m  f o r  t h e  c o m p u t a -
t i o n  o f  k n a p s a c k  f u n c t i o n s  b y  G r e e n b e r g  [ 1 8 ]  f a l l s  i n  t h i s  
c a t e g o r y  w h e r e  t h e  p r o b l e m  i s  
n  
(  1 3 )  
M a x i m i z e  
. I  
J = l  
c . x .  
J  J  
n  
. .  
S u b j e c t  t o  
.  I  
J = l  
a . x .  
J  J  
=  L  
x .  >  0 ,  a n d  x .  i n t e g e r ,  
J  - J  
w h e r e  e a c h  c .  i s  a  p o s i t i v e  n u m b e r ,  e a c h  a .  i s  a  p o s i t i v e  
J  J  
i n t e g e r ,  a n d  L  i s  a  p o s i t i v e  i n t e g e r .  I n  t h e  u s u a l  knap~ 
s a c k  p r o b l e m  t h e  c o n s t r a i n t  i n  ( 1 3 )  i s  a n  i n e q u a l i t y  c o n -
s t r a i n t .  I t  c a n  b e  a s s u m e d  i n  t h i s  f o r m u l a t i o n  t h a t  s l a c k  
v a r i a b l e s  h a v e  b e e n  a d d e d  t o  c o n v e r t  t h e  i n e q u a l i t y  t o  
e q u a l i t y .  
T h e  o n e - d i m e n s i o n a l  k n a p s a c k  f u n c t i o n  i s  d e f i n e d  f r o m  
(  1 3 )  a s  :  
( 1 4 )  
F ( x )  = m a x  r . y  c . x . l  I  a . x .  =  x , x .  >  0  '  
) } = 1  J  J  j = l  J  J  J  
x j  i n t e g e r }  •  
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I f  F ( x )  c a n  b e  f o u n d  f o r  a l l  v a l u e s  o f  x  a n d  i n  t u r n  
t h e  x .  f o u n d  t h a t  p r o d u c e s  t h e  s o l u t i o n s ,  t h e n  ( 1 3 )  i s  
J  
s o l v e d  w h e n  F ( L )  i s  f o u n d .  
T h e  k n a p s a c k  f u n c t i o n  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
( 1 5 )  
F ( x )  =  m a x  
j  : a .  <  x  
J  
[ c . +  F ( x - a . ) ]  
J  J  
w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  F ( O )  =  0 ,  f o r  v a l u e s  o f  x  t h a t  a r e  
f e a s i b l e .  
O n e  i m m e d i a t e  s o l u t i o n  t o  ( 1 5 )  c a n  b e  f o u n d  b y  f i n d -
i n g  a  = m i n  a . ,  f o r  a l l  j .  T h i s  p r o d u c e s  F ( a )  = c .  
r  J  r  r  
T h e n  r e p l a c e  x  b y  x  - a  i n  ( 1 5 )  a n d  o b t a i n  
r  
( 1 6 )  F ( x - a  )  =  m a x  
r  .  
J : a  
r  
[  c  .  +  F  (  x - a  - a  .  )  ]  
+ a .  <  x  J  r  J  
J  -
w h i c h  c a n  t h e n  b e  s u b s t i t u t e d  f o r  t h e  F ( x - a  )  t e r m  o n  t h e  
r  
r i g h t  s i d e  o f  ( 1 5 ) .  A n o t h e r  i m m e d i a t e  s o l u t i o n  c a n  t h e n  b e  
p r o d u c e d .  C o n t i n u e  i n  t h i s  m a n n e r  u n t i l  F ( L )  i s  f o u n d  o r  
u n t i l  a l l  v a l u e s  o f  F ( x )  t h a t  a r e  d e s i r e d  a r e  f o u n d .  K e e p -
i n g  t r a c k  o f  w h i c h  j  p r o d u c e s  t h e  s o l u t i o n  w i l l  e n a b l e  u s  
t o  d e t e r m i n e  t h e  o p t i m a l  x .  a t  t h e  e n d .  O n l y  d i s t i n c t  
J  
v a l u e s  o f  a .  a r e  c o n s i d e r e d .  I f  a .  =  a k  a n d  c .  >  c k  f o r  
J  J  J  -
j  1  k ,  t h e n  t a k e  x k  =  0 .  
T h e  p r o c e d u r e  m a y  b e  s u m m a r i z e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o u r  
s t e p s :  
1 .  L i s t  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p r o b l e m  a s  f o l l o w s :  
1  
2  3  
.  .  .  
n  
c l  c 2  c 3  
. . .  
c  
n  
a l  
a 2  a 3  
. . .  
a  
n  
X .  
=  0  
J  
S e t  m  =  0 .  
G o  t o  2 .  
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. . . . .  
2 .  
G i v e n  t h e  
l i s t  f i n d  a r  = =  
m i n  
a ,  
f o r  c o l u m n s  
i n  a l l  
a ,  
>  m  
J  
J  
s e c t i o n s .  
I f  a r  = =  L  g o  t o  4 .  
O t h e r w i s e  s e t  m  =  a  
r  
a n d  g o  t o  3 .  
3 .  A d d  a  n e w  s e c t i o n  o f  c o l u m n s  t o  t h e  l i s t ,  i f  p o s s i b l e ,  
a s  f o l l o w s :  
C a l c u l a t e  a t = =  a r  + a t  a n d  c t . =  c r  +  c t  f o r t = =  1 ,  
. . .  , n .  A d d  a  c o l u m n  h e a d e d  b y  t  i f :  
( a )  
( b )  
( c )  
( d )  
a '  
t  
<  L .  
a t  i s  n o t  o n  t h e  
l i s t .  
a t  i s  o n  t h e  
l i s t  a n d  h a s  
a  c o r r e s p o n d i n g  
c t  v a l u e  t h a t  i s  s m a l l e r  t h a n  c t .  
U n d e r n e a t h  t h e  s e c t i o n  a d d e d  w r i t e  t h e  x .  
v a l u e s  f r o m  t h e  s e c t i o n  w h e r e  m  = =  a  w a s  
r  
f o u n d .  
I n c r e a s e  x  b y  o n e  f o r  t h e  n e w  
r  
J  
s e c t i o n .  
S e c t i o n s  a f t e r  t h e  f i r s t  m a y  b e  
d e l e t e d  a f t e r  t h e y  a r e  n o  l o n g e r  n e e d e d  .  
G o  t o  2 .  
4 .  T h e  p r o b l e m  i s  s o l v e d  w i t h  s o l u t i o n  c  .  T h e  v a l u e s  
r  
o f  t h e  v a r i a b l e s  a r e  f o u n d  b e l o w  t h e  s e c t i o n  w h e r e  
a  = =  L  a p p e a r s ,  i n c r e a s e  x  b y  o n e .  
r  r  
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  a l g o r i t h m .  T h i s  a l g o r i t h m  h a s  t h e  
c o m p u t a t i o n a l  a d v a n t a g e  o f  b e i n g  a  s i n g l e  p a s s  a l g o r i t h m  a n d  
d o e s  n o t  r e q u i r e  b a c k t r a c k i n g .  
T o  i l l u s t r a t e  t h i s  m e t h o d  t h e  f o l l o w i n g  p r o b l e m  i s  c o n -
s i d e r e d :  
M a x  





+  S x
3  
w h e n  2 x
1  
+  3 x
2  
+  4 x
3  
=  6 .  
x
1  
~ 0 ,  x
2  
~ 0 ,  x
3  
~ 0 ,  a l l  i n t e g e r .  
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1 .  W e  l i s t  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p r o b l e m  a s  
2 .  
3 .  
4 .  
5 .  
6 .  




X .  
J  
2  
1 0  
3  
3  
=  0  




G i v e n  t h e  
a b o v e  l i s t  w e  f i n d  a  = m i n  a .  
=  
2 .  
m  =  2  a n d  g o  t o  
3 .  
W r i t e  t h e  n e w  s e c t i o n  a s  
2  








=  1 .  
W e  o b t a i n  m i n  a .  
=  
3  i n  1 .  
J  
a d d e d .  
W e  o b t a i n  m i n  a .  
=  
4  i n  1 .  
J  
a d d e d .  
r  J  
N o  n e w  s e c t i o n  i s  
N o  n e w  s e c t i o n  i s  
T h e  s o l u t i o n  i s  n o w  e v i d e n t  i n  3
1  
w h e r e  a .  =  
J  
S e t  
6 .  
W e  t h u s  h a v e  F ( 6 )  
=  7  I  
X  -
1  -
1  I  
x
3  
=  1  a s  o p t i m a l .  
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'  
6 .  D y n a m i c  P r o g r a m m i n g  M e t h o d s  
T h e  s o l u t i o n  o f  a · l i n e a r  p r o g r a m  i s  g e n e r a l l y  e a s i e r  
t h a n  t h a t  o f  a n  i n t e g e r  p r o g r a m .  G i v e n  a  l i n e a r  p r o g r a m  t o  
b e  s o l v e d  i n  i n t e g e r s ,  i t  i s  t e m p t i n g  t o  s o l v e  t h e  l i n e a r  
p r o g r a m  a n d  t h e n ,  b y  s o m e  p r o c e s s ,  " r o u n d "  t h e  n o n i n t e g e r  
v a l u e d  v a r i a b l e s  i n t o  a n  o p t i m a l  i n t e g e r  s o l u t i o n .  P a r t i e -
u l a r l y  a p p e a l i n g  r e s u l t s  o f  G o m o r y  [ 1 3 ]  h a v e  l e d  t o  a  
d y n a m i c  p r o g r a m m i n g  p r o c e s s  f o r  r o u n d i n g  a  l i n e a r  p r o g r a m -
m i n g  s o l u t i o n  i n t o  a n  o p t i m a l  i n t e g e r  s o l u t i o n .  
T w o  s u c h  a p p r o a c h e s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n ;  
o n e  f o r  t h e  k n a p s a c k  p r o b l e m  a n d  t h e  o t h e r ,  a  c o n t i n u a t i o n  
o f  t h e  s a m e  m e t h o d ,  f o r  t h e  s o l u t i o n  t o  a  m o r e  g e n e r a l  
p r o b l e m .  
T h e  f i r s t  a l g o r i t h m  b y  G r e e n b e r g  [ 1 6 ]  i s  o n e  f o r  
s o l v i n g  
( 1 7 )  M i n i m i z e  C X  
S u b j e c t  t o  A X  =  B  
x .  >  0  a n d  i n t e g e r  ( j = l ,  • . .  , n ) ,  
J  -
w h e r e  X =  ( x
1
,  . . .  , x n ) ,  C i s  a n n - v e c t o r ,  B  
i s  a n  m - v e c t o r ,  a n d  A  i s  a n  m x n  m a t r i x .  I t  
i s  a s s u m e d  t h e  e l e m e n t s  o f  C ,  B ,  a n d  A  a r e  
i n t e g e r s .  
T h e  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  s o l u t i o n  t o  ( 1 7 )  t r a n s f o r m s  
( l  7 )  t o  
( 1 8 )  
M i n i m i z e  d  +  L- c . x .  
j E G  J  J  
S u b j e c t  t o  X G  +  L _  a . x .  =  a
0  
j s G  J  J  
x .  >  0  a n d  i n t e g e r  ( j = l ,  . . .  , n ) ,  
J  
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. .  
'  
I ,  
'  
' •  
'·  
w h e r e  X G  =  { x .  l i E G } ,  c .  >  0 ,  G  i s  t h e  s e t  o f  i n d i c e s  o f  t h e  
1  J  -
b a s i c  v a r i a b l e s  a n d  G  i s  t h e  s e t  o f  i n d i c e s  o f  t h e  n o n - b a s i c  
v a r i a b l e s .  T h e  v e c t o r s  a .  ( j = O  a n d  j E G )  a r e  c o l u m n  v e c t o r s .  
J  
T h e  c o m p o n e n t s  o f  a
0  
a r e  n o n - n e g a t i v e .  I f  a
0  
i s  a l l  i n t e g e r  
t h e n  x j  =  0  ( j E G )  I  X G  =  a o  i s  a n  o p t i m a l  i n t e g e r  s o l u t i o n .  
I f  a n y  o f  t h e  a
0  
a r e  f r a c t i o n a l  t h e n  ( 1 8 )  m a y  b e  r e d u c e d  t o  
a n  e q u i v a l e n t  k n a p s a c k  p r o b l e m  
(  1 9 )  
M i n i m i z e  L _  c . x .  
j E G  J  J  
S u b j e c t  t o  
.  I _  
J E G  
a . x .  
J  J  
- b ( m o d  D )  
x .  >  0  a n d  i n t e g e r ,  
J  -
w h e r e  t h e  c o n s t r a i n t  i n  ( 1 9 )  i s  a  c o n g r u e n c e  a n d  D  i s  t h e  
d e t e r m i n a n t  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  x . ,  ( i E G )  f r o m  ( 1 7 )  
1  
o r  a  r e d u c e d  v a l u e .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  c . ,  a .  a n d  b a r e  
J  J  
i n t e g e r s .  
T h e  c .  i n  Z l 9 )  a r e  t h e  c .  i n  ( 1 8 )  m u l t i p l i e d  b y  
J  J  
D .  T h e  c o n g r u e n c e  i n  ( 1 9 )  i s  d e v e l o p e d  b y  f i n d i n g  t h e  
e q u a t i o n  i n  ( 1 8 )  ,  i n c l u d i n g  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  t h a t  
h a s  a n y  c o n s t a n t ,  w r i t t e n  i n  f r a c t i o n a l  f o r m ,  h a v i n g  t h e  
p r o p e r t y  t h a t  i t s  n u m e r a t o r  a n d  d e n o m i n a t o r  a r e  r e l a t i v e l y  
p r i m e .  I n  t h i s  c a s e  t h e  d e n o m i n a t o r  i s  D .  G o m o r y  [ 1 4 ]  
s h o w s  t h a t  i f  w e  f i n d  a  c o n s t a n t  w i t h  · t h i s  p r o p e r t y  t h e n  
t h e  c o n g r u e n c e  tak~n f r o m  t h e  e q u a t i o n  w h e r e  t h e  c o n s t a n t  
a p p e a r s  g e n e r a t e s  t h e  c o n g r u e n c e s  d e v e l o p e d  f r o m  t h e  o t h e r  
e q u a t i o n s .  T h e  c u t t i n g  p l a n e  d e v e l o p e d  f r o m  t h e  c o n g r u e n c e  
r e p r e s e n t s  t h e  b e s t  c u t t i n g  p l a n e  s i n c e  a n y  i n t e g e r  s o l u t i o n  
t o  t h e  c o n g r u e n c e  p r o d u c e s  i n t e g e r  s o l u t i o n s  f o r  t h e  x .  
1  
( i E G )  i n  ( 1 8 ) .  
3 9  
A l t h o u g h  i t  m a y  a p p e a r  t h a t  t h e  s e a r c h  f o r  a  c o n s t a n t  
w i t h  t h e  p r o p e r t y  t h a t  n u m e r a t o r  a n d  d e n o m i n a t o r  a r e  r e l -
a t i v e l y  p r i m e  i s  a  t e d i o u s  o n e ,  t h e r e  i s  a  s i m p l e  a n d  r a p i d  
w a y  t o  f i n d  t h e  e q u a t i o n  c o n t a i n i n g  t h e  c o n s t a n t .  T h e  r e -
v i s e d  s i m p l e x  m e t h o d  i s  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  l i n e a r  p r o g r a m -
m i n g  s o l u t i o n  t o  ( 1 7 ) .  T h e r e f o r e  t h e  i n v e r s e  m a t r i x  i s  
a v a i l a b l e  t o  d e v e l o p  t h e  c o n s t a n t s  i n  ( 1 8 ) .  I n  s o l v i n g  ( 1 7 )  
t h e  v a l u e  o f  D  i s  c a r r i e d  a l o n g  a s  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  p i v o t  
e l e m e n t s .  T h e  d e s i r e d  e q u a t i o n  i s  f o u n d  b y  f i n d i n g  t h e  
g r e a t e s t  c o m m o n  d i v i s o r  o f  t h e  non-z~ ro n u m e r a t o r s  o f  e a c h  
o f  t h e  r o w s  o f  t h e  i n v e r s e  m a t r i x .  T h e  p r o c e d u r e  i s  s t o p p e d  
w h e n  t h e  g r e a t e s t  c o m m o n  d i v i s o r  i s  u n i t y .  I f  n o n e  o f  t h e  
r o w s  p r o d u c e  a  g r e a t e s t  c o m m o n  d i v i s o r  o f  u n i t y ,  t h e  r o w  
w i t h  t h e  m i n i m u m  g r e a t e s t  c o m m o n  d i v i s o r  i s  s e l e c t e d .  T h e  
g r e a t e s t  c o m m o n · d i v i s o r  o f  t h e  g r e a t e s t  c o m m o n  d i v i s o r s  o f  
· e a c h  r o w  a l s o  d i v i d e  D  t h e r e b y  p r o d u c i n g  a  s m a l l e r  v a l u e  o f  
D  b y  d i v i d i n g .  A n  e n l a r g e d  i n v e r s e  m a t r i x  i s  a l s o  u s e d  i n  
c o n s i d e r i n g  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n .  T h e  p r o c e d u r e  i n  [ 5 ]  
i s  u s e d  t o  f i n d  t h e  g r e a t e s t  c o m m o n  d i v i s o r  o f  t h e  e l e m e n t s  
o f  e a c h  r o w  o f  t h e  i n v e r s e  m a t r i x .  
B e f o r e  t h e  a b o v e  p r o c e d u r e ,  t h e  E u c l i d e a n  a l g o r i t h m  
i s  u s e d  t o  e x a m i n e  t h e  a
0  
a n d  d .  W h e n  a  f r a c t i o n a l  c o n s t a n t  
h a v i n g  u n i t y  a s  t h e  g r e a t e s t  c o m m o n  d i v i s o r  o f  t h e  n u m e r a t o r  
a n d  d e n o m i n a t o r  i s  f o u n d ,  t h e  p r o c e d u r e  s t o p s .  I f  t h e  r e -
q u i r e d  r o w  i s  n o t  f o u n d  t h e n  t h e  i n v e r s e  m a t r i x  i s  u s e d  a s  
d e s c r i b e d  a b o v e .  





















A  p r o b l e m  w h i c h  i s  g i v e n  i n  [ 3 ] ,  t o  i l l u s t r a t e  G o m o r y ' s  
a l g o r i t h m ,  i s  s o l v e d  b e l o w  b y  t h e  m e t h o d  j u s t  d e s c r i b e d .  
( 2 0 )  m i n  +  4 x
1  
+  S x
2  




x 2  - x 3  
=  2  
x
1  




=  5  
3 x
1  




=  7  
X .  
>  0  a n d  i n t e g e r .  
J  
T h e  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n  g i v e s  u s  
( 2 1 )  
m i n  
+  1 1 2  
7  1 1  
1 0  
+  1 0 x 4  +  l O x S  
x l  +  
2  4  1 8  
1 0 x 4  - l O x S  =  l O  
3  1  8  
X  -
I O X 4  +  l O X S  =  I O  
2  
x 3  +  
3  
1 1  
4 2  
1 0 x 4  - r o x s  =  r o  
w h e r e  D  =  1 0 .  
C o n s i d e r i n g  d  
- 1 1 2  1 8  8  4 2  
- - r D '  a o  ~ < r o ,  l O '  
1 0
) ,  w e  s e e  t h a t  n o n e  
h a v e  n u m e r a t o r  a n d  d e n o m i n a t o r  r e l a t i v e l y  p r i m e .  T h e  i n -
v e r s e  m a t r i x  i s  
0  
- 2  
4  
1 0  




- 1  
I O  
1 0  
0  
- 1  
- 3  1 1  
I O  
I O  
0  
0  
- 7  
- 1 1  
1 0  I O  
1  
w h e r e  t h e  b o t t o m  r o w  p r o d u c e s  t h e  c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  o b -
j e c t i v e  f u n c t i o n .  I n  t h e  f i r s t  r o w  w e  c o n s i d e r  t h e  g r e a t -
e s t  c o m m o n  d i v i s o r  o f  ( - 2 , 4 )  w h i c h  i s  2 .  T h e  f i r s t  r o w  
p r o d u c e s  t h e  f i r s t  c o n s t r a i n t  e q u a t i o n  i n  ( 2 1 ) .  I n  t h e  
4 1  
s e c o n d  r o w  w e  c o n s i d e r ·  t h e  g r e a t e s t  c o m m o n  d i v i s o r  o f  ( 3 , - 1 )  
w h i c h  i s  u n i t y .  T h u s  t h e  r e q u i r e d  c o n g r u e n c e  m a y  b e  o b t a i n -
e d  f r o m  t h e  s e c o n d  c o n s t r a i n t  i~ ( 4 1 ) .  S i m i l a r l y ,  t h e  r e -
q u i r e d  c o n g r u e n c e  m a y  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  t h i r d  c o n s t r a i n t  
a n d  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n .  U s i n g  t h e  s e c o n d  c o n s t r a i n t  





=  8  ( m o d  1 0 )  
T h e  e q u i v a l e n t  k n a p s a c k  p r o b l e m  b e c o m e s  
m i n i m i z e  7 x
4  
+  l l x
5  











>  0  a n d  i n t e g e r .  
I n  g e n e r a l ,  o n c e  t h e  r e q u i r e d  e q u a t i o n  i n  ( 1 8 )  i s  f o u n d ,  
e . g .  ,  
x .  +  
l  
L  a  . .  x .  =  a .  
0  
f o r  a  s i n g l e  i E G  
•  G - l J  J  l  
J E  
( o r  f o r  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n )  t h e  c o n g r u e n c e  i s  f o u n d  a s  
i n  G o m o r y  [ 1 3 ]  a s  
I _  a  . .  x .  =  a  (  
j E G  l J  J  - i O  m o d  1 )  
w h e r e  a  . .  i s  t h e  f r a c t i o n a l  p a r t  o f  a  . . •  M u l t i p l y i n g  
l J  l J  
t h r o u g h  b y  D ,  w e  o b t a i n  
.  I _  
J E G  
a . x .  
J  J  
_  b  ( m o d  D )  
w h e r e  
a . =  a  . .  D ,  b  =  a .
0
D .  
J  l J  l  
W e  a r e  n o w  i n t e r e s t e d  i n  a  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u i v a l e n t  
k n a p s a c k  p r o b l e m  w h i c h  i s  i n  t h e  f o r m  o f  ( 1 9 ) .  W e  c a n  
a s s u m e  t h a t  n o  v a l u e  o f  a .  a p p e a r s  m o r e  t h a n  o n c e  ( i f  n o t ,  
J  
w e  c a n  s e l e c t  t h e  o n e  w i t h  s m a l l e s t  c .  v a l u e ) .  W r i t i n g  
J  












e q u i v a l e n t  k n a p s a c k  p r o b l e m  i s  
M i n i m i z e  
7 x
4  
+  l l x
5  




x 5  =  





>  0  a n d  i n t e g e r ,  
w e  l i s t  
4  5  
7  1 1  
7  1  
T h u s  7  =  m i n  c .  ,  
J  
F  (  7 )  
=  7 ,  
I  (  7 )  
=  4 .  
T h e  l i s t  b e c o m e s  
( M a r k i n g  t h e  f i r s t  c o l u m n )  
4  
5  
4  5  
7  1 1  
1 4  






T h u s  F  (  1 )  =  1 1 ,  
I  (  1 )  
=  5 .  
T h e  l i s t  b e c o m e s  
4  
5  
4  5  
5  
7  
1 1  
1 4  
1 8  








F ( 4 )  
=  1 4 ,  
I  (  4 )  
=  4 .  







1 1  
1 8  
2 2  








F  (  8 )  =  1 8 ,  
I  (  8 )  
=  4 .  
W e  s t o p .  
B a c k t r a c k i n g  
I  (  8 )  
=  4 ,  x
4  
=  1  
I  (  1 )  =  5 ,  x
5  
=  1 ,  e n d .  
T h e  s o l u t i o n  i s  F ( 8 )  
=  1 8 ,  x
4  
=  1 ,  
x
5  
=  1 .  
4 5  
A p p r o x i m a t e l y  2 5  p r o b l e m s  h a v e  b e e n  t r i e d  u s i n g  t h i s  
m e t h o d  [ 1 6 ]  w h e r e  t h e r e  w a s  a  m a x i m u m  o f  2 0 0 0  v a r i a b l e s  a n d  
1 5 0  e q u a t i o n s o  T h e  m e t h o d  w a s  u s e d  t o  s o l v e  i n t e g e r  p r o -
g r a m s  a r i s i n g  a s  c o v e r i n g  p r o b l e m s o  U s u a l l y  t h e  m e t h o d  
p r o d u c e s  a n  i m m e d i a t e  i n t e g e r  s o l u t i o n .  I f  t h e  k n a p s a c k  
s o l u t i o n  d o e s  n o t  p r o d u c e  f e a s i b l e  ( positive~ i n t e g e r s  t o  
t h e  p r o b l e m ,  s u c c e s s  h a s  a l w a y s  b e e n  o b t a i n e d  b y  a d d i n g  a  
s i n g l e  c u t .  
T h e  a b o v e  a l g o r i t h m  h a s  b e e n  e x t e n d e d  b y  G r e e n b e r g  [ 1 7 1  
f o r  i n t e g e r  s o l u t i o n s  t o  b o u n d e d  v a r i a b l e  l i n e a r  p r o g r a m s .  
A s  p r e v i o u s l y ,  t h e  c o n t i n u o u s  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  s o l u t i o n  
i s  f i r s t  f o u n d .  I f  t h e  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n  i s  f r a c t i o n a l  
t h e n  a  l i n e a r  c o n g r u e n c e  i s  a d d e d  a s  a  c o n s t r a i n t .  T h e  
p r o b l e m  i s  t h e n  p u t  i n t o  a  d y n a m i c  p r o g r a m m i n g  f o r m a t  a n d  
t h e  o p t i m a l  i n t e g e r  s o l u t i o n  f o u n d .  
T h e  a l g o r i t h m  p r e s e n t e d  i s  f o r  s o l v i n g  
( 2 5 )  M i n i m i z e  C X  
S u b j e c t  t o  A X  =  B  
0  <  x .  < b . ,  x .  i n t e g e r ,  j = l ,  . . .  , n ,  
J  - ·  J  J  
w h e r e  X =  ( x
1
,  . . .  , x n ) ,  C i s  a n n - v e c t o r ,  B  i s  a n  m - v e c t o r ,  
A  i s  a n  m x n  m a t r i x  a n d  t h e  b .  a r e  i n t e g e r s .  I t  i s  a s s u m e d  
J  .  
t h e  e l e m e n t s  o f  C ,  B ,  a n d  A  a r e  i n t e g e r s .  I n  t h i s  f o r m u l a -
t i o n  t h e  b .  m a y  b e  i n f i n i t e .  T h i s  a l g o r i t h m  a l s o  i n c l u d e s  
J  
t h e  c a s e  w h e r e  t h e  x .  a r e  r e s t r i c t e d  t o  b e  e i t h e r  z e r o  o r  
J  
o n e .  
A  b o u n d e d  v a r i a b l e  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  t e c h n i q u e  i s  
u s e d  t o  o b t a i n  t h e  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  s o l u t i o n  t o  ( 2 5 ) .  
T h i s  t r a n s f o r m s  ( 2 5 )  t o  









( 2 6 )  
M i n i m i z e  d . +  I _  c . x .  
j E G  J  J  
X G  +  I _  a . x .  ~ a o ,  
j E G  J  J  
0  <  x .  < b . ,  x .  i n t e g e r ,  j~l, . . .  , n ,  
J  - J  J  
w h e r e  t h e  v e c t o r  X G  ~ { x i  i E G } ,  G  i s  t h e  s e t  o f  i n d i c e s  o f  
t h e  b a s i c  v a r i a b l e s ,  a n d  G  i s  t h e  s e t  o f  i n d i c e s  o f  t h e  n o n -
b a s i c  v a r i a b l e s .  F u r t h e r ,  s o m e  o f  t h e  n o n - b a s i c  v a r i a b l e s  
m a y  b e  a t  t h e i r  u p p e r  b o u n d s  i n  t h e  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n  o f  
(  2  5 )  •  
F o r  t h o s e  v a r i a b l e s  t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  c .  v a l u e s  
J  
a r e  n o n - p o s i t i v e .  A l s o ,  c .  >  0  f o r  n o n - b a s i c  v a r i a b l e s  
J  
a r e  a t  t h e  z e r o  v a l u e .  F o r  e a s e  o f  c o m p u t a t i o n ,  
w e  m a k e  
t h e  t r a n s f o r m a t i o n  x  •.  
=  b .  
- X .  
f o r  t h o s e  n o n - b a s i c  v a r -
J  J  J  
i a b l e s  a t  t h e i r  u p p e r  b o u n d .  T h u s  w e  m a y  a s s u m e  a  f o r m  
l i k e  ( 2 6 )  w i t h  a l l  c .  >  0  a n d  a l l  n o n - b a s i c  v a r i a b l e s  a t  
J  
t h a t  
z e r o  v a l u e s .  T h e  v e c t o r s  a .  ( j = O  a n d  j E G )  a r e  c o l u m n  v e c -
J  
t o r s .  T h e  c o m p o n e n t s  o f  a
0  
a r e  n o n - n e g a t i v e .  I f  a
0  
i s  a l l  
i n t e g e r  t h e n  x j  =  0  ( j E G )  ,  X G  =  a
0  
i s  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  
( i f  a n y  o f  t h e  x . ,  j E G  a r e  r e a l l y  t h e  x~ u n d e r  t h e  t r a n s -
]  J  
f o r m a t i o n ,  
t h e n  x  .  =  b  .  )  .  
J  J  
I f  a n y  o f  t h e  a
0  
a r e  f r a c t i o n a l ,  
p r o b l e m  ( 2 6 )  i s  c o n v e r t e d  t o  t h e  p r o b l e m :  
(  2  7 )  
M i n i m i z e  I _  c . x .  
j E G  J  ]  
w h e n  
) _ a . x .  <  
J  E G  J  J  - a o  
j~G a j x j  : =  b  
( m o d  D )  
0  <  x .  < b . ,  x .  i n t e g e r ,  j E G .  
J  - J  J  
4 7  
T h e  ine~uality c o n s t r a i n  
b y  d r o p p i n g  t h e  x~ ,  
i n  ( 2 7 )  a r c  o b t a i n e d  f r o m  ( 2 6 )  
D  j s  t h e  d & t $ r m i n a n t  o f  t h e  c o m  
e f f i c i e n t &  o f  t h e  x j ,  i e G  f r o m  ( 2 5 ) .  
l u G  o f  D  m a y  
b e  f o u n d  a s  t h e  p r o d u c t  
h e  p i v o  
n q  t h  
i m p l @ X  p r o c e d u r e  f o r  o b t a i n i n a  t h  
( 2 5 ) .  T h e  l i n e a r  c o n q r u a n c a  i n  ( 2 7 )  
n u o u s  1 o l u t 1 o n  o ·  
a  B i n q l e  o o n q r u @ n c  
w h e r e  t h e  a j  a n d  b  a r e  1 n ·c . e q  
f r o m  t h e  re~uiroment t h a t  a l  
T h e  oonqrueno~ : r e o u  
~~ \J r b  n t e q  
A f t e r  f i n d i n q  t h e  c o n q r u a n e •  i n  ( 2 7 )  
yn~mlo p r o q r a m -
mi n q  f o r m u l a t i o n  o f  ( 2 7 )  i  
v e l o p e d f  Wr 1 t 1 n q  
F ( x , a , S )  ~ min[ L  w j  
j e : G  
2 .  a j x j  ~ x  ( m o d  D )  ,  
j t G  
j  
I  r - a j ,  x - 4  _ 2  I . J i  I  
j  t ; G  J  
o  <  G j " j  !  s ]  
h e  d y n a m i c  p r o q r a m m i n g  r c o u  
J . o  
·  (  2 S )  
F ( x , a , S }  •  m i n  ( c .  
j & G  
• s j  , a · Q . ·j  ,~ . . .  e  . .  ) )  
(  0  ,  ~ , S )  . . ,  0  . f o r  a  : - 0  ,  ~ >  0  ,  
- -
s  o b t a i n e d 8  
' r h a  x  A : r q u m e n ·t  o !  F  1 1  t a k e n  mo d u l o  n .  
' l ' h  
v e c t o r  e  . . .  1 i  e o m p o D e d .  o f  a  u n : i . i !  o l e m e n " C  w J .  t h  t . n e  o ·t . n @ r  @ L " "  
me n t s  z o r o .  
~be u n i t  e l e mo n t  corr@§pon~ij t o  t h @  u n i t  ge~ 
i o i e n t  o f  x j  i n  x j  !  bj ~ l t  i o  ~~uum@d ~h~t o n * y  r §  
i b l e  v a l u e s  o f  x ,  ~,and B  a r o  U 6 Q d  L n  ( 2 8 ) .  
O n e  i m m e d i a t e  n o l u t i o n  ·t o  ( 2 F J )  
o~n b e  obt~ined b y  
f i n d i n g  a , .  I i i  r n : l . n  o j .  
T h i §  p r o d u e c o  f(~r'~&'=r) e  e~~ 
T n e n  
pl~ee x  b y  x  - • r '  a  b y  a  - a~, a n d  ~ b y  B  - ~M i n  ( 2 9 )  
n d  § U b l i t i t u t e  t h e  r e a u l t  f o t  c h o  f ( x - € i  . .  ,~-a:r: , S·e~ 1 t~;;rm o n  
h e  r i g h t  5 l d e : t  o f  ( 2 8 ) ,  t h e n  t\noth~r i . mm @ d i t } t e  f ; ! O l u t : t . o n  Q 9 n  
b e  p r o d u c e d .  
C o n t i n u e  ·t h i u  w a y  u n t i l  b
1
( b , a , B )  
i~ : f @ U l l e i  
4 8  
.•  
I  




t •  
w h e r e  0  ~ a
0  
- a  ~ b G  a n d  S  ~ b G  w h e r e  t h e  v e c t o r  
b G  =  { b i j i E G /  a n d  t h e  v e c t o r  b G  ~ { b i j i E G } .  T h i s  e n t i r e  
p r o c e d u r e  i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :  
1 .  
S u p p o s e  t h e  i n d i c e s  i n  G  a r e  
t h e  v a l u e s  o f  t h e  p r o b l e m  a s  
1  
c l  
a l  
a l  
2  
c 2  
a 2  
a 2  
x .  =  0  
J  
G o  to ~- 2. 
3  
. . .  m  
c 3  
. . .  c  
m  
a 3  
. . .  
a m  
a 3  
. . .  
a  
m  
( 1 , 2 ,  . . .  , m ) ,  
l i s t  
2 .  G i v e n  t h e  l i s t ,  f i n d  c r  =  m i n  c j  f o r  a l l  u n m a r k e d  
c o l u m n s  i n  a l l  s e c t i o n s .  I f  a r  =  b  a n d  
0  ~ a
0  
- a r  ~ b G  g o  t o  4 .  O t h e r w i s e  m a r k  t h e  
c o l u m n  a n d  g o  t o  3 .  
3 .  A d d  a  n e w  · s e c t i o n  o f  c o l u m n s  t o  t h e  l i s t ,  i f  p o s -
s i b l e ,  a s  f o l l o w s :  
( a )  
c a l c u l a t e  
c j  =  
c  + c . ,  a !  = a  + a . ,  
r  J  J  r  J  
a j  =  a r  +  a j  ( m o d  D )  f o r  a l l  v a l u e s  o f  j E G  
( i . e . ,  · v a l u e s  j ,  c .  ,  
a . ,  a .  




t h e  l i s t  i n  s t e p  1 . )  
w h e r e  x .  
<  b .  
f o r  
J  J  
j  f  r  a n d  w h e r e  x r  +  1  <  b r  f o r  j  =  r  f o r  
t h e : s e c t i o n  c o n t a i n i n g  t h e  n e w l y  m a r k e d  
c o l u m n .  
( b )  a d d  t h e  c o l u m n  h e a d e d  b y  j  i n  t h e  n e w  s e c t i o n  
w i t h  v a l u e s  
I  
c j  ,  
a ' .  a n d  a '  . .  
J  J  
4 9  
( c )  
U n d e r n e a t h  t h e  s e c t i o n  a d d e d  w r i t e  t h e  x .  
J  
v a l u e s  
f r o m  t h e  s e c t i o n  c o n t a i n i n g  t h e  n e w l y  
m a r k e d  c o l u m n .  
. I n c r e a s e  x r  b y  o n e  f o r  t h e  
s e c t i o n .  
W h e n  c o l u m n s  i n .  n e w  s e c t i o n s  becom~ 
m a r k e d  t h e y  m a y  b e  d e l e t e d  a f t e r  t h e  c a l c u l a -
t i o n s  a r e  m a d e  a n d  t h e  n e w  s e c t i o n  i s  a d d e d  
t o  t h e  l i s t .  A  n e w  c o l u m n  m a y  a l r e a d y  b e  o n  
t h e  l i s t .  I t  n e e d  n o t  b e  a d d e d  i f  t h e  x .  
J  
v a l u e s  i n  c o r r e s p o n d i n g  s e c t i o n s  w o u l d  c o -
i n c i d e  ( a f t e r  i n c r e a s i n g  t h e  x .  v a l u e s  b y  o n e  
J  
f o r  t h e  j  h e a d i n g  v a l u e s  o f  t h e  t w o  c o l u m n s ) .  
G o  t o  2 .  
4 .  T h e  i n t e g e r  p r o b l e m  i s  s o l v e d  w i t h  o b j e c t i v e  f u n c -
t i o n  v a l u e  d  +  c r .  T h e  v a l u e s  o f  t h e  b a s i c  v a r -
i a b l e s  i n  ( 2 6 )  a r e  X G  =  a
0  
- a r .  T h e  v a l u e s  o f  
t h e  n o n - b a s i c  v a r i a b l e s  a r e  f o u n d  b e l o w  t h e  s e c t i o n  
w h e r e  a r  =  b  a p p e a r s ;  i n c r e a s e  x r  b y  o n e .  
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  a l g o r i t h m .  T h e  a l g o r i t h m  m a y  b e  
s i m p l i f i e d  b y  c a l c u l a t i n g  a~ o n l y  w h e n  a~ =  b  b y  u s i n g  t h e  
J  J  
p r o p e r  x .  v a l u e s  a n d  t h e  a .  f r o m  s t e p  1 .  A n  i n t e g e r  s o l u -
J  J  
t i o n  i s  s u r e  t o  b e  f o u n d  b e c a u s e  a l l  i n t e g e r  s o l u t i o n s  t o  
t h e  c o n g r u e n c e  i n  { 2 7 )  a r e  s y s t e m a t i c a l l y  p r o d u c e d  i n  o r d e r  
o f  i n c r e a s i n g  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e .  
5 0  
~ 
. .  
I  
,.  
T o  i l l u s t r a t e  t h i s ·  p r o c e d u r e  w e  u s e  t h e  p r o b l e m  g i v e n  
i n  
[ 2 ]  
a s  













x s  
w h e n  




































x 4  
-




<  x .  <  1 ,  X .  i n t e g e r ,  j = l ,  . . .  , 5 .  
J  -
J  
W e  i n t r o d u c e  s u r p l u s  v a r i a b l e s  x
6  
_ : ,  0 ,  
x 7  _ : ,  
0  ,  
a n d  x
8  
_ : ,  0  
( i . e . ,  w i t h  o o  a s  u p p e r  b o u n d s )  
a n d  f i n d  t h e  c o n t i n u o u s  
s o l u t i o n  a n d  e q u i v a l e n t  p r o b l e m :  
(  2  9 )  
M i n i m i z e  
9  +  ~
3
x 
1 5 6  4 2  
2 4  1 3 7  
9  1  
+  - 9 - x 4  +  9 x 5  +  9 x 7  +  - 9 - x 8  
w h e n  
7  
2 8  1 3  1  
1  1  
9 x l  
-
~x4 +  9 x 5  +  x 6  +  9 x 7  
-
3 x 8  =  3  
2  




9 x l  +  x 3  -
- X  -
9 x s  
- - x  
-
3 x 8  =  3  
9  4  
9  7  
4  
7  1  
2  
+  
1  1  
9 x l  +  x 2  -
9 x 4  +  
9 x s  
- - X  
3 x 8  =  3  
9  7  
0  
<  X .  
<  
1 ,  X .  





<  X , '  
j = 6 ,  
7  I  
8 .  
J  
W e  h a v e  D  =  
9 .  
T h e  s e c o n d  e q u a t i o n  p r o d u c e s  





+  s x
5  
+  8 x
7  
+  3 x
8  
=  6  ( m o d  9 )  
w h i c h  i s  a d d e d  a s  a  c o n s t r a i n t .  M u l t i p l y i n g  t h r o u g h  b y  9  
w h e r e  a p p l i c a b l e ,  w e  l i s t  
5 1  






· · · -
9 3  
1 5 6  
- 7  
- 2 8  
2  
- s  
- 4  
- 7  
7  
1  




4 2  
2 4  
1 3 7  
l 3  
l  
- 3  
. . .  4  
- 1  
- 6  
1  







. . . . . . . .  
Fe~ e e n v @ n 1 e n e e  w e  i n c l u d e  ~t t h e  l e f t  o f  t h e  l i s t  t h e  
e b 1 § e t i v e  t u n e t i e n  v~lu0, t h e  r i q h t  h a n d  a i d e s  ( m u l t i p l i e d  
b y  ~) t e r  t h @  @~u~litie§ i n  ( 2 9 ) ,  ~nd t h e  r i q h t  h & n d  a i d e  
te~ t h §  een~~Y@fte@ . 
W @  h a v 0  2 4  e  m i n  e j ,  i ~ e., c r  e  2 4 ,  
w i t h  J ?  =  7  s  
W e  ~dd t h @  § e e t i e  





1 6 0  
G G  
~ 
m 2 i  
1 4  
=  ~ "' 
- g  
- ! l  
= ~ 
= ~ 
. . .  J ,  
t i  
0  
1 1  
7  E :  l  
W §  m e E K  t h §  ?  e e l w m n  i n  ( 3 0 ) .  





1 9 8  
~ 
= l a  
. . . .  ~ 
. . .  l a  
. . . .  ~ 
5 3  
7  
~ 
4 8  
l G l  
2  
- 2  
I  
I  
- ; a  
- i  
. . .  4  
?  
2  
W @  h € l w  m 1 n  a  
8  
i t l  
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. , . ,  
W e  n e e d  n o t  a d d  a  c o l u m n  h e a d e d  b y  7  i n  ( 3 2 )  b e c a u s e  i t  
w o u l d  d u p l i c a t e  t h e  5  c o l u m n  i n  (  3 1 )  ( t h e  u s e  o f  e i t h e r  
c o l u m n  w o u l d  r e q u i r e  x
5  
=  1  a n d  x
7  
=  1 ) .  W e  d o  n o t  a d d  a  
5  c o l u m n  i n  ( 3 2 )  s i n c e  x
5  
w o u l d  b e  a t  i t s  u p p e r  b o u n d  i n  
(  3  2 )  •  
W e  m a r k  t h e  5  c o l u m n  i n  ( 3 0 ) .  
W e  h a v e  m i n  c .  =  4 8  
J  
i n  ( 3 1 ) .  W e  a d d  t h e  s e c t i o n  
(  3  3 )  
1  4  
5  
1 4 1  2 0 4  
9 0  
- 5  - 2 6  1 5  
- 4  - 1 0  - 6  
- 8  . - 1 1  
- 3  
5  8  3  
x
7  
=  2  
W e  m a r k  t h e  7  c o l u m n  i n  ( 3 1 ) .  
( 3 1 ) .  W e  a d d  t h e  s e c t i o n  
( 3 4 )  
1  
4  
1 5 9  
2 2 2  
- 7  - 1 4  
- 7  - 1 3  





7 2  
1 8 5  
3  - 1  
- 3  
- 8  
- 6  
- 1  
6  1  
W e  h a v e  m i n  c .  =  6 6  f r o m  
J  
8  
2 0 3  
1 1  





=  1 ,  x
5  
=  1  
W e  m a r k  t h e  5  c o l u m n  i n  ( 3 1 ) .  T h e  s o l u t i o n  i s  n o w  a p p a r e n t  
i n  t h e  7  c o l u m n  i n  ( 3 3 ) .  W e  h a v e  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  
x
7  
=  3 ,  x
6  
=  ( 3 - 3 ) / 9  =  0 ,  x
3  
=  ( 6 + 3 ) / 9  =  1 ,  x
2  
=  ( 3 + 6 ) / 9  =  1 ;  
t h e  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  9  +  7 2 / 9  =  1 7 .  
5 3  
7 ,  S u m m a r y  
S i n c e  1 9 5 4 ,  t h e  f i e l d  o f  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  h a s  m a d e  
r a p i d  p r o g r e s s .  M a n y  n e w  a p p r o a c h e s  h a v e  b e e n  t r i e d  o n  
v a r i o u s · t y p e  p r o b l e m s  w i t h  v a r y i n g  a m o u n t s  o f  s u c c e s s .  T h e  
d e v e l o p m e n t s ·  i n  c o m p u t e r s  h a v e  e n a b l e d  m a n y  p r o b l e m s  t o  b e  
s o l v e d  t o d a y  t h a t  f i f t e e n  y e a r s  a g o  c o u l d  n o t  b e  h a n d l e d ,  
M a n y  c o m p u t e r  c o d e s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  a r o u n d  t h e  a l g o r -
i t h m s  p r e s e n t e d  h e r e .  I n f o r m a t i o n  o n  c o m p u t a t i o n a l  e x p e -
r i e n c e  w i t h  t h e s e  c o d e s  i s  s c a r c e  a n d  p u b l i c a t i o n s  i n  t h i s  
a r e a  a r e  l a c k i n g .  T h e  l i t t l e  i n f o r m a t i o n  t h a t  i s  a v a i l a b l e  
i n d i c a t e s  t h e r e  i s  m u c h  t o  b e  t r i e d  a n d  c e r t a i n l y  r o o m  f o r  
c l e v e r  i m a g i n a t i v e  s c h e m e s  f o r  s o l v i n g  t h i s  t y p e  o f  p r o b -
l e m .  P o s s i b l y  t h e  b e s t  a p p r o a c h  o r  m e t h o d  f o r  s o l u t i o n  
w i l l  b e  a  s c h e m e  e m p l o y i n g  a l l  o f  t h e  c a t e g o r i e s  d e s c r i b e d  
i n  t h i s  t h e s i s .  
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